Sutema ELITE ode Ensino IME - 2013/2014

COMENTARIO DA PROVA

01. O polindmio P(x) = x> - 3x* + 10x® - 30x* + 81x - 243 possui raizes complexas
simétricas e uma raiz com valor igual ao mddulo das raizes complexas. Determine todas as
raizes do polinémio.

Solucéao:

Agrupando dois a dois os termos do polindmio, temos:

x® = 3x* +10x> - 30x* + 81x - 243 = x*(x - 3) +10x* (x — 3) + 81x(x - 3)
Logo:

P(x)=(x-3)(x* +10x* + 81).

Resolvendo a equacdo biquadrada:

x* +10x*> +81 =0, fazendo y = x?, y> + 10y + 81 = 0,

Cujas raizes sd0: -5 + 24/14i

Tomemos a e b € R tais que:

(a+bi) =-5+2/14i

a2 — b? + 2abi = -5 + 2J/14i, logo:
a’-b*=-5

{ a’b’ =14

a’=7eb’=2,

De onde temos as seguintes solugdes para a equacgao biquadrada:

N2 +47i,82 = 71,2 + 71,2 - 7i}

Para conjunto solugdo do polindmio teremos:

13,2 +\7i,N2 =\7i, 2 + \7i, 2 -7}

, logo

02. Calcule o determinante abaixo, no qual o = cisz?” ei=+-1

1 o O i
i 1 - &
1-i o i-1 1
0 o 1 i

Solucéao:

a)zcisz?ﬁ:af =cis2r =1

-
|
e &8 ~ 8
T.
-
=

Substituindo a 32 coluna por ela mais a 12 coluna, obtemos:
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1 o 1 i
A= i - 1 0 w
1-i o 0 1
0O w 1 i
Substituindo a 42 linha por ela menos a 12 linha obtemos:
1 o 1 i
i 1 0 o
A= .
1-i w 0 1
-1 00 O
Aplicando Laplace na 32 coluna, temos:
i 1 &
A=(-1)"[1-i © 1|=1-0°=0 (pois &’ =1)
-1 0 O

03. Determine o(s) valor(es) de x, inteiro(s) e positivo(s), que satisfaz(em) a equagao

-5 =)
y.(y ~1).(y ~2).1=y!

:i{yl( —z)} 21 S 1420 30 X!

Queremos resolver a equagdo x> = 1424 34 ...+ x!

—~
<
|
N
~—
I

Supondo x >5 temos:

x? = yl=1h 23444 > y!=33+10k

y=5

x? termina em 3 o que é IMPOSSIVEL. Logo, x < 4.
1

() x=1=1"=>y!l=11 (V)
y=1

(b)x=2:22=22:y!=1!+2!=3 (F)
y=1

(c)x=3:>32=z3:y!=1!+2!+3!=9 (V)
£

(d)x:4:42 :yi‘y!:1!+2!+3!+4!:33 (F)

Resposta: x =1o0ou x =3
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04. Resolva a equagdo (log,,, sen’x).(log__ senx) =4

Solugéo:

Analisando as restrigdes para que a equacao esteja bem definida, temos:
senx >0

cosX > 0= x e (O,gJ (19 quadrante)
cosx #1

Voltando a equacao, temos:

(2.l0g,,, senx).(%.logCOSX senxj = 45 (log,,, senx)” = 4« (log,,,, senx) = +2

1© Caso:

(|Ogcosx SenX) =2=>senx = cos’ x =1 -sen’x <

osen’x +senx —1=0=senx = \/gz_lou senx — —\/52—1
iltima na i J5-1
Esta ultima nao serve pois senx > 0. Portanto x = 2k.z + arcsen( > YK e Z.

2° Caso:

(10G 05y SENX) = —2=>5ENX = >1, logo, nao temos solugdo

>—,Mmas0<senx<le 5
COS” X COS” X

NEesse Caso.

05. Seja ABCDA'B'C'D' um prisma reto de base retangular ABCD. Projeta-se o ponto médio
M da maior aresta da base sobre a diagonal AC, obtendo-se o ponto P. Em seguida projeta-

se 0 ponto P na face oposta, obtendo-se o ponto N. Sabe-se que ‘mz ~ NC’| = k. Determine

o comprimento da menor aresta da base.
Solucéao:

Olhando para o tridngulo ANC, temos:
N

—2 —2 —2
AN —-NC | = =|AP - PC?

| AP PC | (AP+ PC),

—_—2 —2 —2
NP + AP —[NP +PC2}
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Logo k = AP-PC|.AC

Agora olhemos para o triangulo ABC

N
M
A P c
Vemos que AABC ~ APM, temos
__ AB —
AP _ 2 _ap_hB
AB AC 2 AC
E como PC = AC - AP, temos:
| - EZ _
AP-PC|=[2AP- AC|=|——- AC|, Entao
AC

e [y B —
k = |—— — AC|.AC = |AB = AC | = BC?, De onde tiramos:

AC
BC = k.

06. Calcular o valor da expressao abaixo

#370370._037-11_.100._0

%,_J \ﬁ{_J
89 algarismos 30algs "1" 30algs"0"
obs.: algs = algarismos

Solucéao:

300 29°  28° 1°

A==6§?6§?6§?.”6§3==37-+37.1o3+37.1o6+.”4-37(1o3f9:»

37.[(103)30 - 1:| 10%° _1

A =

10° -1 27

30 Algs 30 Algs 30
30Algs 30 Algs 1./10% -1
B:111”JOOQ”0:[1+10+100+.”+10”]JO”==—LRT—T—JJO”::
60 30

g 10% 10"

9
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3
Ya_p o yt0” -1 10%-10% i/1090 ~3.10% +3.10° -1 (10" -1)

= =
27 9 27 27
30 Algs "3"

07. O lado BC de um tridngulo ABC é fixo e tem comprimento a. O ortocentro H do

triangulo percorre uma reta paralela a reta suporte de BC e distante a4 da mesma.

a) Determine o lugar geométrico do ponto A quando H varia.

b) Determine o valor minimo da area do tridngulo ABC quando A e H estdo no mesmo
semi-plano definido pela reta suporte de BC.

Solugéo:

a) Considere um sistema de eixos cartesianos com origem em B e eixo x sobre o lado BC.

Temos que B(0,0), C(a,0), H(x,%) e A(Xx,y).

A (z,y)

O ¢

(a,0) T

Observe que os vetores BH e AC sdo ortogonais, logo

ﬁ.ﬁ:O@(X,%).(a—x,—y)=0@ax—x2—%zo exz0ex=a

oy = —gxz +4x (*), x e R—{0,a}. Assim, o lugar geométrico é a parabola descrita pela

equacao (*), excetuando-se os pontos B e C.

b) A funcdo area sera
_ahl_a

A(x) 5 >

—ix2 +4x| = ‘—sz + 2ax
a
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Para A e H no mesmo semiplano definido pela reta BC, temos que x e (O, a) e esta admite

aZ

. a
valor maximo quando x = > A = 5 -

Contudo, ndo admite valor minimo.

08. Um professor da um teste surpresa para uma turma de 9 alunos, e diz que o teste
pode ser feito sozinho ou em grupos de 2 alunos. De quantas formas a turma pode ser
organizar para fazer o teste?

(Por exemplo, uma turma de 3 alunos pode ser organizar de 4 formas e uma turma de 4
alunos pode se organizar de 10 formas)

Solucéao 1:
Existem as seguintes hipoteses:

0 duplas de alunos: 1 maneira.

1 dupla de alunos: C? = 36 maneiras.
CexCs  9x8x7x6
21 2x2x2

2 duplas de alunos: =42x9 = 378 maneiras.

CixCIXCZ  9x8x7x6x5x4

= =1260 maneiras.
31 2X2x2x6

3 duplas de alunos:

CsXCIXCZC;  9XBX7X6X5x4x3x2
41 © O 2x2x2x2x24

4 duplas de alunos: =945 maneiras.

Total =1 + 36 + 378 + 1260 + 945 = 2620 maneiras.
Solucgéo 2:

Seja X, o numero de maneiras de organizar a turma com n pessoas para fazer o teste.

Temos que X3 = 4 e X4 = 10.
Por outro lado, o enésimo aluno pode fazer a prova sozinho ou em dupla, portanto

X,=X_,+ (n - 1). Xz
LH{_J

Se ele fizer a Se ele fizer a
prova sozinho. prova em dupla.

Como X3 =4 e X4= 10

Xs = 10 + 4x4 = 26

Xe =X +5X, =26+5x10=76

X, =Xy +6X; =76 +6%x26 =232

Xg =X, +7X, =232+7x76 =764
Xy =Xg +7X, =764 +8x232 = 2620

Concluimos que ha 2620 maneiras de organizar a turma de 9 alunos para fazer o teste.

www.sistemaeliterio.com.br



Sutema ELITE ode Ensino IME - 2013/2014

Vx -y =log, ~

22 4 8 = 5.4

09. Resolver o sistema de equagdes

Solucéao:

\/;_\/y :|093%
2%? 4 8 =5.4Y

B

A
‘ e Xx>y=>A>0eB<0=A=B
Jx - =lo -log, x =

Vy =log,y ~log, XxX<y=A<0eB>0=A=%B

= x=y(A=B=0)
= 2% 4123 =522 2% 522 14,2 =0
z =0 = 2" = 0(impossivel)
2*=z=72"-522+4z=0={z=1= 2" =1= x = 0(impossivel )
z2=4=2"=4=5x=2=y =2
~s-((22)

10. Sejam p o semiperimetro de um tridngulo, S sua area, r e R o0s raios de suas
circunferéncias inscrita e circunscrita, respectivamente. Demonstre que vale a seguinte
desigualdade

2
2Bg . ge2P
9 27
Solucéao:

Sejam a, b, c as medidas dos lados do triangulo. Pela desigualdade das médias (a, b, c
positivos), temos,

3 2

2_p = a+—b+c > 3abc = 8L > abc = 2p > abe = abe .i.rR = S.l.rR =rR
3 3 27 27 4p 4R rp S

2p°
1).
27()

Assim, rR <

Sejam agora, A, B, C as medidas dos angulos internos do tridngulo, em radianos. Pela lei
dos senos, temos,
2p = a+b+c=2R(senA+ senB+ senC)

Como A,B,C €]0,z[ e a fungao f(x) = senx €& cOncava em ]0,~[, pela desigualdade de

Jensen,
NE]
>

3

< se =
3

senA+senB+senC (A+ B+Cj (7[}
n———~1|=sen
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Assim,

2«9/58 _ 2\/§(pr) _ r.g.(ij _ I,.ﬁ.2R(senA+se;B+senCJ .

3

9 3

<r£2R[\/§j=rR
<r.—.2R.

2
243

ou seja, TS <rR (2). Desta forma (1) e (2) provam que
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