Sistema ELITE de Ensino ITA 2013/2014

GABARITO ITA - 2013/2014

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

OO0 O®m®>» Oo0om>» ® > W OO0COmMm>» O mmMm




Sistema ELITE de Ensino ITA 2013/2014

GABARITO COMENTADO - MATEMATICA

NOTACOES

: conjunto dos mimeros naturais; N = {1,2,3,...}
: conjunto dos mimeros inteiros
: conjunto dos niimeros racionais

: conjunto dos mimeros reais

0O B O N Z

: conjunto dos mimeros complexos
i : unidade imagindria: 2 = —1

: médulo do nimero z € C

™0

wl

: conjugado do nimero z € C

Re(z) : parte real do mimero z € C

det A : determinante da matriz A

At : transposta da matriz A

P(A) : conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A
n(A) : nimero de elementos do conjunto finito A
P(A) : probabilidade de ocorréncia do evento A
fog : funcdo composta das fungoes f e g

[a,b] ={z€R; a<z<b}

[a,b] ={z€R; a<z<b}

la,b) ={z€R; a<z<b}

la,b) ={z€eR; a<z<b}

A\B ={z;z€Aez¢B}

k
Y a, =a1+a+..+a, k€N

n=1

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos retangulares.

Questao 1. Das afirmagoes:

I. Se z,yeR\Q, com y# —=z,entdo z+y € R\ Q;

I. SezeQe yeR\Q,entao zye R\ Q;

III. Sejam a,b,c € R, com a <b<c Se f:a,c] — [a,b] ésobrejetora, entdo f nao é injetora,
é (sao) verdadeira(s)

A () apenas I e IL B ( ) apenas I e IIL C () apenas II e IIL
D ( ) apenas IIL E ( ) nenhuma.
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Questao 2. Considere as fungoes f,g:Z — R, f(z) =azx+m, g(z) =bx+n, em que a,b,m e n sao
constantes reais. Se A e B sao as imagens de f e de g, respectivamente, entao, das afirmagoes abaixo:

I. SeA=B,entaoa=bem=mn;

II. Se A=2Z, entao a=1;

III. Sea,bm,n€Z,coma=>bem=—n, entao A =B,

é (sao) verdadeira(s)

A () apenas I. B ( ) apenas II. C ( ) apenas III.
D ( )apenasIelIl E ( ) nenhuma.

4
= log V32 )
Questao 3. A soma E ooy €iguala
n=1

8, /2

A()g. B()%. C()%. , D()i—;. E()L

Questdo 4. Se z € C, entdo 26 — 3|z|* (22 —22) —Z® ¢igual a
A() (-7 B ()28 —2z°. C()(2-2%
D()(z-2) E()(z—-2)*(*-2%).

Questio 5. Sejam z,w € C. Das afirmacdes:

Lo ztwf+]z—wf=2(2 + wl*);

I (z+w)° - (2-w)° =427,

IIL |z +w]* - |2 — w|* = 4Re(z2 W),

¢ (sdo) verdadeira(s)

A () apenas L. . B ( ) apenas I e 1L C ( ) apenas I e IIL
D ( ) apenas II e IIL. - ~ E () todas.

Questao 6. Considere os poliriérhios em z € R da forma p(z) = z° + a3z® + asz? + a,z. As rafzes de

p(z) = 0 constituem uma progressao aritmética de razao % quando (a1, ag, as) é igual a
; 1 5 1 5 1 )

D()(%, 0, %) E()<i,—l,—%>.
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n+1/(n n+1
Questao 7. Para os inteiros positiyos k e n, com k < n, sabe-se que B ) = ( k41 )

k+1
' n 1/ n 1/ n 1 n %
Y = - 1
Entao,ovalorde(0)+2<1)+3(2)+ +n+1(n>elguaa
. 2n+1+1 2n+1_1 m_ 1
n n+1 . —_— E .
A()2"+1. B()2*+1. C() - D() T () -

Questao 8. Considere as seguintes afirmacoes sobre as matrizes quadradas A e B de ordem n, com A
inversivel e B antissimétrica:

I.  Se o produto AB for inversivel, entdo n é par;
II.  Se o produto AB nao for inversivel, entao n é fmpar;

ITII. Se B for inversivel, entdo n é par.

Destas afirmacoes, é (sao) verdadeira(s)

A () apenas L B ( ) apenas I eIl C ( ) apenas I e IIIL

D ( ) apenas II e IIL E ( ) todas.
1 -1 1 il @

Questao 9. Sejam A = [ i e B=| y—2 1y | matrizes reais tais que o produto AB é
¥ —& 243 z

uma matriz antissimétrica. Das afirmacées abaixo:

I.  BA é antissimétrica;
II.  BA nao é inversivel ;
III. O sistema (BA)X =0, com X'= [2; z; z3], admite infinitas solu¢des,

é (sao) verdadeira(s)

A () apenas I e II. B ( ) apenas II e III. C () apenas L
D ( ) apenas II. E ( ) apenas III.

Questao 10. Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade
det(2M?) — det(YZM?) = gdet(3M).

Entao, um valor possfvel para o determinante da inversa de M é

AQ) 3 B(); c()2 D()% E() >
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22 e 1
Questao 11. Considere a equacao A(t)X = B(t), t € R, em que A(t) = -1 1 1 (|,
-3 1 2

& et
X=1uy ] e B(t) = |: —\/5] . Sabendo que det A(t) = 1e t # 0, os valores de z, y e z sao,
0

2

respectivamente,

A()2v2, 0, —3v2. BT )} —2v2, 0, =3v2. Cl)0, 3v2, 242
D() 0, 2v3, 3. E() 23 -3, 0.

Questao 12. Considere o polinémio complexo p(z) = z*+a 2*+522—1i 2—6, em que a é uma constante
complexa. Sabendo que 2i é uma das rafzes de p(z) = 0, as outras trés rafzes sao

-3i, -1, 1. -4, 4, 1. -4, 4, —1.
A 3 1, 1 B ( ) T | C L, 1 1
D() -2, -1, 1. E() -2, —i, i
- 2ab ., 1 ,
uestao 13. Sabendo que senz = ———, a e , um possivel valor para cossec2z — —tgz é
Questao 13. Sabend T #0eb#0 ] val 2 2‘r
a+b b2 a® + b? a? — b?
B()Qab' C() () 4ab () 4ab

Questao 14. Considere o trifngulo ABC retangulo em A. Sejam AE e AD a altura e a mediana relativa
a hipotenusa BC, respectivamente. Se a medida de BE é (v/2 — 1) cm e a medida de AD é 1 cm, entdo
AC mede, em cm,

A()4v/2-5  B()3-+v2 C()V6—-2v2. D()3(w2-1). E()3vV4/2

Questio 15. Seja ABC um triangulo de vértices A = (1,4), B = (5,1) e C = (5,5). O raio da
circunferéncia circunscrita ao tridngulo mede, em unidades de comprimento,

INOE- S Y- Mg, - B m A

Questao 16. Em um tridngulo isgsceles ABC, cuja 4rea mede 48 cm?, a razio entre as medidas da
altura AP e da base BC ¢ igual a 3 Das afirmacoes abaixo:

I.  As medianas relativas aos lados AB e AC medem /97 cm;

II. O baricentro dista 4 cm do vértice A;

III. Se a é o angulo formado pela base BC com a mediana BM, relativa ao lado AC, entdo
3

VoT’

é (sao) verdadeira(s)

CoOS(x =

A () apenas L. - B ( ) apenas IL C () apenas IIL
D ( ) apenas I e IIL E () apenas II e III.
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Questdo 17. Considere o trapézio ABCD de bases AB e CD. Sejam M e N os pontos médios das
diagonais AC e BD, respectivamente. Entao, se AB tem comprimento z e CD tem comprimento y < z,
o comprimento de M N é igual a

(z+y).

|

A()e—y  B(),6-» C()z-v. D()ze+y. E()

Questao 18. Uma piramide de altura h = 1 em e volume V = 50 em?® tem como base um poligono
convexo de n lados. A partir de um dos vértices do poligono tracam-se n — 3 diagonais que o decompéem
em n — 2 tridngulos cujas dreas S;, i = 1,2,...,n — 2, constituem uma progressio aritmética na qual

Sy = 3 em? e Sg = 3 cm?. Entao n é igual a

A()22 B ()24 C( ) 26. D ()28 E ()32

Questao 19. A equacao do cfrculo localizado no 12 quadrante que tem &rea igual a 47 (unidades de
drea) e é tangente, simultaneamente, asretas 7:2z—2y+5=0 e s:2+y—4=0 é

A()(z=-3+(@y—L)2=4.

B()(e-3P+b-@v2+dP=4
C()@-@vVE+)+m-P?=4
D()(z—-@2vV2+3))+@-L8)2=4
E()@E-2v2+))P’+@-1)12=4

Questao 20. Considere o sélido de revolugao obtido pela rotagdo de um triangulo isosceles ABC' em
torno de uma reta paralela a base BC' que dista 0,25 em do vértice A e 0,75 cm da base BC. Se o lado

=)
AB mede W27r+ 1 cm, o volume desse sélido, em cm?, é igual a
9 13 7 9 11
A()E' B()%. C( 2% D()EZ' E ( 9%

AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER
RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.

Questao 21. Considere as fungées f : R — R, f(z) = e**, em que a é uma constante real positiva, e
g:[0, co[ = R, g(z) = y/z. Determine o conjunto-solucao da inequacio

(90 @) > (fo9)(@)-
Solucao:
(9-1)0x)=9(e") = Ve
(Fog)(x) = F(Vx) = eF

e > e = e 5 e2% = gx > 2adx
Como a>0:>x>2\E

Fazendo y = +/x, temos y >0
y2-2y>0<y<0ou y>2=

y>2=1x>2=[x>4|
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Questdo 22. Determine as solugdes reais da equagio em z, (log, z)° — log, (24) — 3 l]_sgmo:_fis —q.
Solugao:
(log, x)3 ~4log, x - 3% -0

oo b0 2

l0g,, 16 = log,16 2 1

“log,100  2log,10 log, 10
logléx 2 +log, x
log,,, 16  log, 10

.log,10 =2 +log, x

(Iog4x)3—4Iog4x—3(2+log4x)=O:>(Iog4x)3—7Iog4x—6=0
y=|og4x:>y3—7y—6=0<:>(y+1)(y2—y—6)=0<:>(y+1)(y+2)(y—3)=0:>
y =-1 log, x = -1 x =1/4
y=-2=1log,x=-2=1x=1/16 = sz{i,1,64}
16" 4
y=3 log, x =3 X =64

Questao 23.
a) Determine o valor méximo de |z + i|, sabendo que |z —2| =1, z € C.

b) Se z, € C satisfaz (a), determine z,.

Solucao:
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A equacgao |z - 2| =1 tem como solugdes os afixos cuja distancia até o afixo 2 vale 1, ou
seja, um circunferéncia de centro em 2 e raio 1.
O valor |z + i| representa a distancia do afixo z ao afixo —i, logo o ponto da circunferéncia

que maximiza esta distancia é o ponto z, representado pela figura acima.

a) A distancia entre o centro da circunferéncia e z, € 1( raio da circunferéncia), e a

distancia do afixo —i até o centro é /5.

Assim a distancia desejada é 1 ++/5
b) Note que z, =2+ cisa , mas pelo triangulo retangulo da figura temos:

V5 2|5 2V5 .5

sena:? e COSazT , logo, ci5a_—+/— e entdo:

zO=2+i +/—
5

Questao 24. Seja () o espago amostral que representa todos os resultados possiveis do lancamento
simultaneo de trés dados. Se A C 2 é o evento para o qual a soma dos resultados dos trés dados ¢ igual -
a9 e B C 2o evento cuja soma dos resultados é igual a 10, calcule:

a) n(Q);
b) n(A) e n(B);
c) P(A) e P(B).

Solucao:

Considerando os 3 dados diferentes:

a) n(Q) =6

b) n(A) = numero de solugdes inteiras e positivas da equagao x; +x, + x; =9 exceto
as que x, =6, isto é, CZ -3 =25 casos.

n(B) = nimero de solugBes inteiras e positivas da equagdo X, +X, +X; =10,
exceto as que x, =6 ou x, =7, isto é, CZ —3 -6 =27 casos
C)
25
A)= =2
P4 =216
(B) = 27 1
216 8
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Questao 25. Determine quantos paralelepipedos retangulos diferentes podem ser construidos de tal
maneira que a medida de cada uma de suas arestas seja um nimero inteiro positivo que nao exceda 10.

12 Solugao:

Possiveis valores das arestas: 1, 2,..., 10.

Paralelepipedos com 3 arestas distintas: (10} = % =10.3.4=120
3 3.2.1
Paralelepipedos com 3 arestas iguais: 10
Paralelepipedos com exatamente 2 arestas iguais:
1 .
[0} 2 _109 5 oo
2 escolha do valor que servird para duas arestas Z

escolha dos dois valores de aresta

Total: 120+10+90 =

23 Solugao:

Como ha 3 valores para escolher basta encontrar o niumero de solucdes inteiras nao
negativas de:

Xp+X, + X3+ X, + Xg + Xg + X, + Xg + Xg + X5 =3
Onde x;, é o numero de vezes em que i foi escolhido para valor da aresta com
i e{1,2...10},
Logo ha:

12.11.10
C130+3—1 = C132 = T =220

Questao 26. Considere o sistema linear nas incégnitas z, y e 2z

£ + y + 2z =0
-z + (senf)y + 4z = 0, 6€][0,2n].
2z + (l—cos20)y + 16z = 0
a) Determine @ tal que o sistema tenha infinitas solugoes.
b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solucao do sistema.
Solucao:
a) SPI=detA=0
(1 1 2) 1 1 2 1 1 1

A:L_l sené 4J:>detA=—1 send 4|=|-1 sené 2/=0>
2 1-cos26 16 2 2sen’d 16 2 2sen’d 8

8send — 2sen*0+ 4 — 2senf — 4sen*6+8 =0 <
-6sen’0+6senfd+12 =0 < sen0-senfd -2 =0 <

SemP<2 ou senfd=-1-= ¢9=37”

b)
xX+y+2z=0 xX+y+2z=0

-X-y+4z=0 < x+y—4z=0:> e

2x+2y +16z=0 xX+y+8z=0
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Questio 27. Determine o conjunto de todos os valores de z € [0, 27] que satisfazem, simultaneamente,
a

2sen’z +senz — 1

<0 e tgz + V3<(1+V3cotgz)cotgz .

cosz — 1
Solucao:
(senx + 1)[senx - 1)
2sen’x + senx — 1 2
<0 <0
cosx -1 cosx —1

3z
senx:—1:x=7

1 T 5z
SsenNnX =—=> X=— 0U X =—
2 6 6

cosx=1=x=0 ou x=2r

(senx+1)=0 Vvx €[0,2x]
(senx—%j >0 Vvx e[%,%ﬂ}
(cosx-1)>0 vx €[0,27]

. (senx + 1)(senx 3 ;)

<0<:>Xe}g,ﬁ[ (4)

(cosx —1) 6

tgx+\/§<(1+\/§cotgx)cotgx<:>tgx+\/§< cotgx+«/§cotg2x<:>

B3

tg®x

tgzx(tgx + \/§) - (tgx + \/5) <0< (tgzx - 1)(tgx + \/§) <0
tgzx—1>0<:>xe}z,z{u}z,?’—ﬂ{ur—ﬁ,?’—”[ur—ﬂ,ﬁ{ (1)

4" 2 2 4 4 2 2 4

T T 27 5z
tgx+\/§>0<:>tgx>—\/§<:>Xe{O,E[U}E,?{u}?,h{ (2)

(tgzx - 1) (tgx + \/5) <0

tgx+\/§<tgix+ o tgPx + Btg’x —tgx -3 <0 =

Por (1) e (2)

Vs 37 5x T 27 4z 3rx 37 5rx 7
XelD,=s|lu|l—,— uvul=,—ul|l—, —lul|l—, —vu|—, 27 (3)
4 4" 4 2 3 3 2 2 3 4

Por (3) e (4)

T T T 27 37 57z
Xel|l=, 5| ul=, = ul—, =
N

10
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Questao 28. Seis esferas de mesmo raio R sdo colocadas sobre uma superficie horizontal de tal forma
que seus centros definam os vértices de um hexdgono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada
uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distancia do centro da sétima
esfera a superficie horizontal.

Solucao:

Os centros das sete esferas formam uma piramide hexagonal representada pela figura
acima, como as esferas sdo tangentes, a aresta da base mede 2R e as arestas laterais
medem 3R.

Sejam A e B os centros de duas dessas esferas e M o ponto de tangéncia entre elas,
seja ainda P o centro desse hexagono, H a altura do triangulo O,AB relativa ao lado

AB, h a altura do triangulo PAB relativa ao lado AB.
Como h é a apotema de um Hexagono regular de lado 2R, temos que:

h=2R. g - RJ3
Por Pitagoras em O,MA:
R*+H* = (3R) =

H? = 8R? &
H = 22R

Por Pitagoras em O,PM:
h +x*=H <
x*=8R*-3R* &

X=J§R

Este Hexagono estd no plano dos centros das esferas, logo ele dista R a superficie
Horizontal, logo a distancia pedida é dada pela soma entre o valor de x e de R:

D=R++5R

11
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Questao 29. Trés circunferéncias Cj, C; e C3 sdo tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os
raios r1, rp e r3 destas circunferéncias constituem, nesta ordem, uma progressao geométrica de razao 3
A soma dos comprimentos de C;, C; e C3 é igual a 26w cm. Determine:

a) a édrea do triangulo cujos vértices sao os centros de C', C; e Cs.

b) o volume do sélido de revolugdo obtido pela rotacao do tridngulo em torno da reta que contém o
maior lado.

Solucao:
Sejam

ror . . Al . : .
r,§ e§ os raios das circunferéncias, e a soma dos comprimentos define a seguinte

equacao:
r r

2nr +2n— +2n— = 2671 &
3 9

r =9cm

Logo os raios sao 1cm, 3cm e 9cm.

a) O tridngulo cujos vértices sao os centros das circunferéncias possui para medida
dos lados as somas dois a dois das medidas dos raios, ou seja, 4cm, 10cm e 12cm.
E sua area é dada por radical de Heron, assim:

S =13(13-4)(13-10)(13-12) &

S =339

b)

Pelo teorema de Pappus-Guldin, temos:

V=2r-x-S , onde x é a distancia do baricentro do triangulo ao eixo de rotacao.
Note que x também mede um terco da altura, portanto, a altura relativa ao lado
AB mede 3 x, logo:

12
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S=3X'212=3«/?§:>x=—\/§.

J39

Entdo: V:Zﬂ-x-S:Zz-T9~3\/39 =397

Questao 30. Um cilindro reto de altura h = 1 em tem sua base no plano zy definida por
2 + 92 -2z — 4y + 4 < 0.

Um plano, contendo a reta y — z = 0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona em dois sélidos. Calcule
a drea total da superficie do menor sélido.

Solugao:
Completando quadrados temos:

X°+y?-2x-4y +4<0

(x-1 +(y-2) <1
Que é um circulo de centro (1,2) e raio 1. Fazendo a intersecdo entre a circunferéncia
de mesmo raio e centro com a reta y = x, temos:

¥x_g%4y_azz1:

X=Yy

(x—1)2+(x—2)2 =l

x*-3x+2=0<

x=1oux=2
Logo os pontos de intersecdo sdo os pontos (1,1)e(2,2). Note que os pontos
A=(1,1),0=(1,2) e B=(2,2) formam um &ngulo reto, dai temos.

N

B 1

s

O sodlido é formado por um retangulo de base AB e altura 1, dois segmentos circulares
de 90° e uma parte da area lateral do cilindro cujo perimetro da base é um quarto do
perimetro da circunferéncia, logo sua area total é dada por:

1 1
-2.1 22__j 1.27-=
) + (4 > + s 4<:>

S=+r-1

A

>\

13
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