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NOTACOES

N: Conjunto dos ndmeros naturais.
Z:: Conjunto dos nimeros inteiros.
Q: Conjunto dos nimeros racionais.
R: Conjunto dos nimeros reais.

A/B={x:xe AexgB}
[3,b[ = {xe R:a<x<b}

M_  (R): Conjunto das matrizes reais m x n.

omxn

C: Conjunto dos nimeros complexos.
i Unidade imaginaria: 2 = — 1
Z:conjugado donimeroze C

|z| : m6dulo do nimero z e C

[a,b] = {x e Rra<x<b}
[a,b[ = {xe Rra<x<b}

det M: determinante da Matriz M

P(A): conjunto de todos os subconjuntos do conjunto A
n(A): nimero de elementos do conjunto finito A

AB: segmento de reta unindo os pontos A e B

ABC : angulo formado pelos segmentos AB e BC, com vértice no ponto B
k

dax'=a,+ax+ax +..+ax kel

n=0

Observagoes: Os sistemas de coordenadas considerados sao cartesianos retangulares.
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Questao 01

89
Dado z:%(—1+ J3i),entao Y 2" éiguala:
n=1

Resposta: Letra B.

z:%.(-1+\/§i):>z=ci3(—§)

Z Z

Z Z°

z Z
Assim forma-se um ciclo de 6 poténcias cuja soma é nula, logo:

§2"=§2"+}/+>{+za+/+>5\=—1
n=1 n=1

0Obs.: usou-se que a soma de poténcias opostas no ciclo se anulam.

Questao 02
Das afirmac0es abaixo sobre nimeros complexos z, ¢ z,:

|_|Z1_22| = ||Z1|_|Zz II
I-|z1.2,|=]||22]|.| 22| |
ll-Sez =|z|(cos®+isend) =0,entdo z;" =| z,|"' (cos © —isen B)

€(sao) sempre verdadeira(s):

_ — Matematica
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(A) apenas I.
(B) apenas II.
(C) apenas III.
(D) apenas Il e lll.
(E) todas.
Resposta: Letra C.
| -
)lz,] <lz,-z| + | 2| & |z,] = |z,| < |z,-1,]
i) 1z,| <1z,-z,| + | z,|< |z,| - 2,1 < |2,-1,]
De()e (i) =~ |z,-z] < |z,|-|z,| < |z,-2,| = ||z, |- |z,|| < |z,~-2z,| Falso
-
PRAE PARPA BT ARPA A
Bastatomar |z,| = 0e |z, | # |z,| Falso
-
z,=|z,|.(cos@+isen6)= 0=
1 L
= ! - = |2 [ (cos© Isene):|zw|".(cosefisene) Verdadeiro
|Z,].(cos 6 +isen6) €0S2 60 +sen? o
Questao 03

A soma de todas as solugoes da equagdoem C: 22 + |z|? +iz—-1 = 0¢&igual a:

(A)
B
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Resposta: Letra E.

Z=a+bhi
@2-b2+2abi+a+b2+ai-b-1=0
2a2-b-1+4+a.(2b+1)i=0
2a2-b-1=0

a.(2b+1=0 :a=00ub=—%

1°Caso:a=0—->b=-1

20 b=—-—=22=1-—=— =+
Caso: b =2a 5 2:>a 2:>
Le —I,l—li,—l—ll
2 2 2 2
S:—i+l—1i—l—1|:—2|
2 2 2 2
Questao 04

Numa caixa com 40 moedas, 5 apresentam duas caras, 10 sdo normais (cara e coroa) e as demais
apresentam duas coroas. Uma moeda é retirada ao acaso e a face observada mostra uma coroa. A
probabilidade de a outra face desta moeda também apresentar uma coroa é:

=

A ,-\
=) w
) =z

~Nlw olw w|ul N O o]~

-
GG

Resposta: Anulada.

Sejam os eventos:

A = escolher uma moeda do tipo KK (coroa, coroa).
B = escolher uma face do tipo coroa.

25
PANB) P(A) 10 5
0 problema pede P=(A[B)= (ANB) :(_:%ZE
80

=~

P(B) P(B

_ — Matematica
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. . ) 25 5 , )
Obs.: Um erro comum é considerar que a probabilidade é Pzg =7 mas isso nao leva em
consideragdo que o0 espago amostral formado pelas 35 moedas nao é equiprovavel pelo fato de que a

chance de ser do tipo KK é o dobro do que ser do tipo KC.

Questao 05

Sejam A e B conjuntos finitos e ndo vazios tais que Ac B en ({C:C < B\A}) = 128. Entdo, das
afirmacoes abaixo:

[ —=n(B) —n(A) é unico;
II-n(B) + n(A) <128;
Il — a dupla ordenada (n(A), n(B)) é tnica.

) apenas .

) apenas |II.

) apenas ll.

) apenas | e ll.
E) nenhuma.

(A
(B
(%
(0]
(
Resposta: Letra A.

[-AcB=n({C:CcBWA}) =2"®-"® =128 = n(B) -n(A) =7 (V)

II-n(B) + n(A) < 128 (F), pois n(A) pode assumir qualquer valor natural com n(B) = n(A) + 7
[l = (n(B), n(A)) é unico (F) idem ao anterior.
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Questao 06

X+2y+3z=a
0 sistema y+2z=b
3x-y-5cz=0

(A) é possivel, va, b, c e R.

(B) é possivel quando a = %b ouc=1.
(C) éimpossivel quando c =1,va,b e R.
(D) é impossivel quando a = % veceR.

(E) é possivel quandoc=1ea = 7—;

Resposta: Letra B.

12 3 a 12 3 a 12 3 a
01 2 b|lyg=L3-3L|0 1 2 b |Ly=Ls+7Ly|0 1 2 b
3 -1 -5¢ 0 0 -7 -5c-9 -3a 0 0 -5c+5 -3a+7b
c:1,a¢@—>SI
3
c:1,a:@—>SPI
3
c=21->SPD
Questao 07

Considere as afirmagoes abaixo:

I. Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, ndo-nula e nao-inversivel, entdo existe matriz nao-nula v,
de mesma ordem, tal que MN é matriz nula.

II. Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? — M) = 0, entdo existe matriz ndo-nula
X, de ordem n x 1, tal que MX = X.

c0s0 -seno .

lIl. A matriz é inversivel, V0 # — + krn, & € Z.
E 1-2 Sen2 g 2
seco 2

_ — Matematica
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Destas, é(sao) verdadeira(s):

) apenas II.

) apenas | e Il.
) apenas | e Ill.
) apenas Il e lll.
E) todas.

(A
(B
C
(D
(
Resposta: Letra E.

Seja P(A) o polinémio caracteristico associado a M. Sabe-se que:
PO =1 A+a A"+ . +ai+a

Onde a,= A, . %, ... &, = detM (produto dos autovalores)

Como M € nao-inversivel, detM = 0 = a,.

Sabendo ainda que P (M) = 0 ( por Cayley-Hamilton)
=1)".M+a M+ . . +aM=0=
(1) M +a,  M"? +. +al
N

=M. 0=M.N=0

Veja que N = 0, pois caso contrario teriamos:

1. M-T+a M2+ L +a,M=-al=

=>M.[=1)".M-2+a  M"3+ .. +al =-a,leentdo M seria inversivel ou a, = 0 (onde
recaimos no caso anterior). (V)

Il. det (M>-M) =det[M.(M-1)] =detM.det(M-1) =0=

= det (M —1) = 0 (pois M é inversivel) = 1 é autovalor =

= existe X autovetor com MX = X. (X = 0). (V)

T
ll. Para existir tal matriz devemos ter X # 7+ kmk e Z.

c0s6  —seno . i . )
Nesse caso 90 _|Cos6 —send | (Matriz de rotagdo) sua inversa ¢:
—— 1-2sen’0| |sen® cosO
seco
c0sO senod
[—sene cose}'(v)

Matematica -9
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Questao 08
Se 1 é uma raiz de multiplicidade 2 da equagao x* + x> + ax + b = 0,coma, b € R, entdo a®—b? éigual a:

Resposta: Letra C.

Como 1 é raiz de multiplicidade 2 temos que x = 1 também é raiz do polindmio P’(x) = 4x* + 2x + a.
Assim, segue que P’(1) = 0,isto é,4 + 2 + a = 0, ou seja, a = — 6.

Vistoque P(1) =0temos1 +1+a+b=0,istoé,b = 4. Logo, a® - b® = (-6)% - (4) = - 28.
Questao 09
0 produto das raizes reais da equagéo |X* —3x + 2| = |2x— 3| éigual a:

Resposta: Letra A.
[ =3x + 2| = |2X=3| > -3 +2 == (2x-3)

10Caso: X2-3x+2=2x-3->x-5x+5=0

X=5+J§ex_5-2J5

1 2

200aso: X2 -3 +2=-2Xx-3->x-x-1=0
X, = 145 ex, = 1-V5
2 2

(5++5) (5-5) (1++5) (1-5)
2 2 2 2

0 produto das raizes é: -5.

Observacdo: E facil ver, pelo sinal do A das equacdes, que todas as raizes sdo reais. Assim, é possivel
encontrar o produto das raizes usando que o produto das raizes é c

a
]
171

_ 0 — Matematica
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Questao 10

3
Considere a equacao algébrica ;(x—aw“’“ -0.5abendo que x = 0 & uma das raizes e que (a,, a,, a,) € uma
progressao geométrica com a, = 2 e a soma 6, pode-se afirmar que:

(A) a soma de todas as raizes é 5.

(B) 0 produto de todas as raizes é 21.

(C) a unica raiz real & maior que zero.

(D) a soma das raizes néo reais é 10.

(E) todas as raizes sao reais.

Resposta: Letra A.

(x-a,) " = (x —a,) + (x - a,) + (x - )

x—a)'" ™ =x*- 3%, + 3xa’ - a’+ x*— 2xa, + 8,°+ X — a,

Mo T 1M

x-a)™*=x*+(1-3a)x* + 3a2- 2a,+)x-a’+ a,’ - a,

=~
[

i) como 0 é raiz, entao: -a’+a’-a, =0

i) dada a PG(a,, a,, a,) onde {: :i a,-6 logo
PG(2, 2q, 20?), entdo:
R+a,=4<20+20°=4 ()
—8+4¢2-22=0 < 2¢?°=8 (Il

De (1) e () temos:

20+8=4 < q=-2

Entao:

PG(2, -4, 8), l0go:

3 x- a ) 7k =x3 -5x2 + 21 =0.

k=1

Das relagoes de Girard temos que a soma das raizes € igual a 5.

Matemética -11
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Questao 11
A expressdo 4e> + 9e%— 16e* — 54eY + 61 = 0, com x e y reais, representa:

0 conjunto vazio.

um conjunto unitario.

um conjunto nao-unitario com um nuamero finito de pontos.
um conjunto com um ndmero infinito de pontos.

E) o conjunto {(x,y) € R ?|2(e*-2)> + 3(e"—3)> = 1}.

(A)
(8)
©)
0)
(

Resposta: Letra D.

Fazendo a susbstituicéo: e*=uee'=v,sendou > 0ev > 0.
402+ 9v2—16u—-54v +61 =0

Completando quadrados:

4 (u-4u) +9 (v?-6v) +61=0
4Uu-22+9(v-3)?=36

u-2° (=37 |
9 4

Assim, u e v sdo as coordenadas dos pontos do primeiro quadrante que pertencem a elipse da figura.

el

T 1)

-1 2 5 L

Para cada valor positivo de u e v, calculamosx = lnuey =Inv.
Entdo, existem infinitos pontos (x, y) no conjunto solugdo de 4e> + 9e% — 16e* — 54e¥ + 61 = 0.

Questao 12
Com respeito a equagao polinomial 2x* — 3x® — 3x? + 6x — 2 € correto afirmar que:

(A) todas as raizes estdo em Q.

(B) uma Gnica raiz estd em Z e as demais estao em Q \Z.

(C) duas raizes estdo em Q e as demais tém parte imagindria ndo-nula.

(D) nao é divisivel por 2x — 1.

(E) uma tnica raiz estd em Q\ Z e pelo menos uma das demais estd em R\ Q.

_ 2 — Matematica
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Resposta: Letra E.
PXx) =2x*-3x*-3x+ 6x-2=10
Como a soma dos coeficientes é zero, 1 é raiz do polindmio. Usando Briot-Ruffini, temos:

|2 3 36 -2
12 1 4 210

Assim: P(x) = (x—1) (2 =x2 = 4x + 2) = (x—1) . Q(x)

1 1
A pesquisa de raizes racionais mostra que se x € Q € raiz de Q(x), entdo X € {ﬂi E’i 2} ,para X= 5

3 2
temos Q 1 =2. n_(1 -4 1 +2=0,logox = 1 é raiz. Usando Briot-Ruffini temos:
2 2 2 2 2

2 1 4 2
%2 0 -4 0

Assim P(x):(x—1)(x—%}(2x2_4) , com conjunto-solugao S:{l%,i \/E} .
Questao 13

Sejam m e n inteiros tais que ?: —% e a equacao 36x2 + 36y? + mx + ny — 23 = 0 representa uma

circunferéncia de raio r = 1 cm e centro C localizado no segundo quadrante. Se A e B sdo 0s pontos onde
a circunferéncia cruza o eixo Oy, a area do triangulo ABC, em cm?, ¢ igual a

(A) 82

Matemética -13
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Resposta: Letra D.
Para acharmos o centro e o raio da circunferéncia:
36x2 + 36y2 + mx +ny—-23=10

s 5, M n_ 23
XY A —Xt—Y—— =
36 36 36
( mjz ( n]z 23 m?+n?
Xt=—| +|Y+==| ===+ 5
72 72 36 72
2 2
Como r=1or? =1 29, M+ _y_ne 2 —1872(4)
236 72
peloenunciado%:_? —m=2ken=-3k

Substituindo em (*): 4k? + 9k* = 1872 -k =144 — k=+12
-m -n ,
como o centro C [ﬁﬁj € 2° quadrante,

-n 3k -11
— — k=12 — =
72>O—>72>0—> —>C(3,2j

Para olharmos a area, procuramos achar AB. Se fazendo pitagoras:

AY

2
127[1] +AM? —>AM7&—>AB:ﬂ
3 3
W2 1
Entdo, a drea do AABC é S = AB.CM :%z 22 cm?

14 — Matematica
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Questao 14

Entre duas superposicOes consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de um reldgio, o ponteiro
dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a

A 2B,
11
13
FTE.

24
0%,
©) 2
2,
11
7

E 37

Resposta: Letra C.

- ponteiro dos minutos: 360° + o
- ponteiro das horas: a.

360° + o o
= 110 = 360
o 12 o
a—3600 oua—zirad
1 11

Entéo o ponteiro dos minutos varre o angulo:

Matemética S )
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Questao 15

Seja ABC um tridngulo retangulo cujos catetos AB e BC medem 8 cm e 6 cm, respectivamente. Se D é
um ponto sobre AB e o tridngulo ADC ¢ isosceles, a medida do segmento AD, em cm, é igual a

" 5

15
® 5
15
4
25
o %
25
2

©)

(E)

Resposta: Letra D.

Tem-se que AADC é isdsceles, logo D esta na mediatriz de AC. Seja M médio de AC. Por pitagoras no
AADC, tem-se AC = 10.

Seja AD = ¢. Tem-se AM = 5, e AADM ~ AAGB.

B

A
v

10

AD AM 0 5 25
—_ —- - AD=/=—c¢m
Logo, C g ouseR 55" Logo 2 ©

Questao 16

Sejam ABCD um quadrado e E um ponto sobre AB . Considere as areas do quadrado ABCD, do trapézio
BEDC e do tridngulo ADE. Sabendo que estas areas definem, na ordem em que estdo apresentadas, uma

progressao aritmética cuja soma é 200 cm?, a medida do segmento AE, emcm, é igual a

_ 6 — Matematica
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Resposta: Letra C.

A a E X'aB

X X
D X C
Sabe-se que as dreas do quadrado (ABCD), do trapézio (BEDC) e do tridngulo (ADE) estao, nesta ordem em PA.
Entéo, XZ,M,% estdo em PA.
Com isso: 2
, 24 &
N2X—a& _" " 2 (média aritmética)
2
4x% - 2ax = 2x% + ax
2x2 =3ax ; x =0
3a
X=—
2
(1) 2
2x° —ax ax
X2 — =200
T2

22 +2x2 — &K + 2k =400
4% =400..x*=100..x=10
3a 20

10=—_r.a=—cm
2 3

Matemética -17
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Questao 17
Num triangulo ABC o lado AB mede 2 cm, a altura relativa ao lado AB mede 1 cm, 0 angulo ABC mede
135° ¢ M é 0 ponto médio de AB . Entdo a medida de BAC + BMC, em radianos, € igual a

() 1

=

=

Al o
a

S

a

S
=

a

L
m
~—

a

G N oo ww| —

Resposta: Letra B.

SejaH o pé daalturade Cem AB . Jaque ABC = 135°, temos que CBH = 45°, logo ACHB é isdsceles,
sendo HB = 1 = BM = MA.

+

N | —
w| —

=1.

Sendo BMC =X €& BAC =V, tem-se que tgx:%etgyzg, tg(x+y)=

Logo BMC+BAC = x + y = 45° = % rad 1-

N —
w|—

_ 8 — Matematica
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Questao 18

Um triangulo ABC est inscrito numa circunferéncia de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o diametro, BC

mede 6 cm e a bissetriz do angulo ABC intercepta a circunferéncia no ponto D. Se o é a soma das areas
dos tridngulos ABC e ABD e j3 é a area comum aos dois, 0 valor de o. — 2 B, em cm?, é igual a

Resposta: Letra A.

AABC : (Pitagoras)
AC?=6%+10% .. AC=8cm
TomeDP =a,PB=DbeCP =x
BP € bissetriz interna do ACBA:
Entéo, X_ 8-x
6 10
10x = 48 - 6x
16x = 48
X=3cm
APCB: (Pitagoras)
b? =37 +62..b=+45..b=3J5 cm
Cordas BDe CA : (Poténcia de Ponto)
X. (8-x)=ab

Matemética -19
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Entao:

35=a35

5 5.5
a=—a=""" - a=5cm
J5 5

No AADP, pitagoras:

AD? = (8-x2-a .. AD= 2J5cm

Pede-se o.—28 = (ADP) + (APB) + (APB) + (PBC)
~2(APB)

= (ADP) + (PBC)

Entao
o—2B= 25 \/§+ﬁ:14cm2
2 2
Questao 19

Uma esfera esta inscrita em uma piramide regular hexagonal cuja altura mede 12 ¢cm e a aresta mede

?\/5 cm . Entdo o raio da esfera, em cm, é igual a:

10
(A) ?\/5
13
By 9

(B) 3
c 15

4
D) 243
10
€ 5

20 — Matematica
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Resposta: Letra E. v

(

B

4

108 ¢
3

Seja VV - ABCDEF a piramide do enunciado, H o centro da face ABCDEF, O o centro da esfera inscrita.

Como ABCDEF é hexagono regular, tem-se BH = % e sendo M médio de AB, MH= %ﬁ =5.

2
No AVMH , tem-se, por pitdgoras, VM = 13. Seja P a projecdo de 0 no AVAB .
ro12-r 10
Tem-se OP = OH =r,e,como AVPO ~ AVHM ,tem-se PO = vo ,ousgja - =——Logor=—-cm.
HM VM 5 13 3
Questao 20
I.  Existe um triedro cujas 3 faces tém a mesma medida a = 120°.
Il Exite um angulo poliédrico convexo cujas faces medem, respetivamente, 30°, 45°, 50°, 50° e 170°.
lll.  Um poliedro convexo que tem 3 faces tridngulares, 1 face quadrangular, 1 face pentagonal e 2 faces
hexagonais tem 9 vértices.

IV. A soma das medidas de todas as faces de um poliedro convexo com 10 vértices é 2.880°.
Destas, é(sao) correta(s) apenas:

(A) II.

(B) IV.

C) e V.
D)L llel.
E) 1, eV

Resposta: Letra C.

I: Falso: pois a soma das faces poliédricas de um VERTICE deve ser menor que 360°.

II: Correto: a condicao de exiténcia de um angulo poliédrico é que a soma das faces é menor que 360°,
cada face € menor que 180° e que cada face seja menor que a soma das outras.
Veja que: 170° < 30° + 45° + 50° + 50°.

I1l: Falso: A:wzweV: 2+A-F=2+15-7=10

IV: Correto: pois (v—2).360° = Soma angular de todas as faces.

2888° —8=10-2, ok

Entao

Il e IV sdo corretas.

Matemética -21
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AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER
RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUGOES.

Questao 21

Analise a existéncia de conjuntos A e B, ambos ndo-vazios, tais que (A\B) U (B\A) = A
Resposta:
B0 =3xeB
VX e B, tem-se:
)xeBAaxgB\A=xg (A\B)U (B\A) = x ¢ A (contradigdo)
i)xeBaxgA=xe (B\A)=xe (A\B)U (B\A) = x e A (contradigdo)
De (i) e (ii), conclui-se que: Nao existem A e B.

Questao 22

Sejam n>3 impar, zeC\{0} e z, z,,..,z, as raizes de z'=1. Calcule o nimero de valores
|2/~ 2] i,j,1,2.....n, com i =] distintos entre i

Resposta:

Sabe-se que no plano complexo as raizes de z' = 1 formam um poligono regular de n lados inscrito em
uma circunferéncia de raio 1.

Sabendo ainda que ‘zi - zj|, i,j=12,...,nrepresentam os tamanhos dos segmentos unindo esses
vértices para achar o n¢ de segmentos distintos, basta fixar um vértice e ver quantos segmentos distintos
“saem” dele.

Retirando o prdprio vértice e por simetria temos nT_1 segmentos.

Questao 23

Sobre uma mesa estao dispostos 5 livros de historia, 4 de biologia e 2 de espanhol. Determine a probabilidade
de os livros serem empilhados sobre a mesa de tal forma que aqueles que tratam do mesmo assunto
estejam juntos.

Resposta:
Espago Amostral = 11!
Evento = 3! 5! 41 2!
_ 31415121 A
1 1155
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Questao 24

1 Iog%(xz—xﬂg)
Resolva a inequagdo em R:16 < (Zj .

Resposta:

X2-x+19)

\og‘15
16<(1j /
4
@<
— < J—
4 4

-2
slog 9«2 = x2—x+19>(9 = X2-Xx+19>25 = x2-x-6>0=

15

(x2-x+19)
1/5

=>X<-2 ou x>3
. Existéncia:
X2-x+19>0
A=1-76=-75<0
- VxeR

Entao:
Xe(—oo,—2)U(3,+oo)

Questao 25
Determine todas as matrizes M € M, , (R) taisque MN =NM, YN e M, , (R).

Resposta:

1 R

z w)lc d c dj\z w

) aX +cy=aK +bz,Vab,cdeR=
=cy=bz,vVanb,cden.

Logo teremosy =z =0.

i) bx + yd = 3 +bw=bx=bw,VbeR=x=w
...){az+cw—cx+dz

sdo satisfeitasparay=z=0ex=w
bz+dw:cy+dw:> paray

Portanto M é da forma ((t) Oj,v ten.

t
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Questao 26

Determine todos os valores de m e R tais que a equagao (2 —m) x2 + 2mx + m + 2 = 0 tenha duas raizes
reais distintas e maiores que zero.

Resposta:

Como a equagdo (2 —m) x? + 2 mx + m + 2 = 0 tem duas raizes reais distintas (m = 2e A > 0) e
maiores que zero (P > 0e S > 0) segue:

NA=02m)?2-4.2-m).(m+2) >0
dm2—4 (4-m?) >0

4m?-16 +4m? >0

8m? > 16

m? > 2

m<—J/2oum>+/2

||)P>0:>’;+2

>0

m------ ++++++++++++,
2

++++++++++++ -------
2

------- ER SR E L bbbt
-2 2

-2<m<2

S > 0 :2‘2”‘

>0

+4++++++ mmmmm - - - - -
0

++++++++++++ - ---=---

thttdbtt - oo EELE L
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m<Ooum>2
De (i), (ii), (iii), vem:

=N - — .

B

Oy e >

o a2

: . Do
g L PN

: RS

b .

-2 2

Logo, m e ;-2 <m < —/2

Questao 27

Considere uma esfera Q com centro em C e raio r = 6 cm e um plano  que dista 2 cm de C. Determine a area
da intersec¢ao do plano < com uma cunha esférica de 30° em € que tenha aresta ortogonal a =.

Resposta:

A segdo gerada por = sobre © é um circulo de raio r = /62 — 22 = 4/2 cm. (Pitagoras)
A cunha esférica determina em X uma secdo que é um setor de o. = 30°.
w? 8m

A area da secao da cunha esférica entdo é dada por S = 17 = ?cm
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Questao 28

A) Calcule coszf—senzﬁjcosﬂ—25en£cosﬁsen£.
") ( 5 5 10 5 5 10

. . Y T
(B) Usando o resultado do item anterior, calcule sen—cos—.

Resposta:

A) | cos2X - senzﬁjcosi—23en£cos£sen1=
® ( 5 5 10 5 5 10
2n b 2n T

=C0S—-C0S——-Sen—-sen— =
5 %70 %5 %Y.

2n 0w b1
=C0S| —+-— |=c05—=0
5 10 2

(B) cosz—ﬁ.cosi —2senZ cosZ .sen =0
5 10 10

2n n T n n
. C0S—.C0S— = 2sen—.y, Sendo Yy =C0S—.Ssen—
5 5 10

5 10
cos%.%: 2.2sen%.%.y
o) _swlsg) vt
~asen(7q0)  dsen(73o)  dsen(7o) 4

Entéo:seni.cosﬁzl
10

5 4

Questao 29

Num tridngulo AOB o éangulo AOBmede 135° e os ladosABe OB medem J2cme2-+/3cm,
respectivamente. A circunferéncia de centro em O e raio igual 2 medida de OB intercepta AB no ponto C (= B).

(A) Mostre que 0AB mede 15°.
(B) Calcule o comprimento de AC.
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Resposta:
(A)A
C 2
135°
300
o B
2-3

Para calcular o angulo OAB, basta fazer lei dos senos:
No AOAB, sendo OAB = a.

AB 0B N2 \2-43 2-3
= 0USEja, = = =
sen135° sena ] J2  sena = sena 2

2

, 2-J3 3
Assim, cos 2o = 1-2sen’o = 1-—— =~

Como o < 45° — 200 =30° — o = 15°
Por consequéncia, OBA = 30°.

(B) Pela construgao da circunferéncia de centro O e raio OB, temos OC = 0B, logo 0CB =30°. Assim,
pelo Teorema do angulo externo em AOAC, COA =15°, logo AC = OC = 0B = /2 — /3 ¢cm.

Questao 30

Considere um triangulo equilétero cujo lado mede 2+/3 cm. No interior deste triangulo existem 4 circulos de
mesmo raio r. O centro de um dos circulos coincide com o baricentro do tridngulo. Este circulo tangencia
externamente 0s demais e estes, por sua vez, tangenciam 2 lados do tridngulo.

(A) Determine o valor de r.
(B) Calcule a area do triangulo ndo preenchida pelos circulos.

(C) Para cada circulo que tangencia o triangulo, determine a distancia do centro ao vértice mais proximo.

Resposta:
De acordo com o enunciado, temos:
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G: baricentro do tridngulo (equilatero)

G- 2038
3773 2

AH = mediana, altura, bissetriz

=1cm

(A) No trigngulo GC,P, temos:

1-r
sen30° =—
1-r & &
1 1-r 1
= AN — =——=r=—CMm
P c, 2 I 2

(B) A area do tridngulo nao preenchida pelos circulos € a area do tridngulo equilatero excluindo as areas
das 4 circunferéncias, isto é:

23} A3 12 )
N

(C) Queremos, agora, determinar a distancia do centro de cada circulo que tangencia o tridngulo (circulos
de centros em C,, C, e C,) até o vértice mais proximo.

AC, = BC, = CC,
Observe 0 AC,H,C ..
c,
2r
r
30°
H, c
.
sen30° = —
CC,
1 r
EZC_Q:CC‘ =2r=CC,=1cm.
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