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MATEMATICA

Notacoes

N: conjunto dos nimeros naturais

7 conjunto dos nimeros inteiros

R: conjunto dos numeros reais

M.,.,(R): conjunto das matrizes reais m x n

det(M): determinante da matriz M
Mt transposta da matriz M
A\B:{x:xeAexg¢B}

Kk
Zanx” tay +aX +a X .. +ax kel
n=0
C: conjunto dos nimeros complexos
i: unidade imaginéria, 2 = - 1
|z]: mbdulo do nimeroz e C

Rez: parte real do nimeroz € C

[a,b]: {x e R;a<x<b}
[a,b[: {x e R;a<x<b}
la,b[: {x e R;a<x<b}

k
Z:aln:a0 +aX+3 +..+3,KkeN
n=0
Arg z: argumento principal de z € C \ {0}, Arg z € [0,2x][
Ac: Conjunto (evento) complementar do conjunto (evento) A

AB: segmento de reta unindo os pontos A e B

ABC: angulo formado pelos segmentos AB e BC, com vértice no ponto B.

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sdo cartesianos retangulares.
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Questao 01

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmagoes:

l. A\BNC)=(A\B)U (A\C);
. ANC)\B=ANB C;
Il (A\B)~ (B\C)=(A\B);

é (séo) verdadeira(s):

(A) apenas |.

(B) apenas II.
(C) apenas lell.
(D) apenas I e ll.
(E) todas.

Gabarito: Letra C.

. AABnC)=AnBnC¥=AnBUC =
=AnB)uUAnCY) = (A\B)uU (A\C)

. AnC)\B=ANC)nB =AnB*nC

. (A\B)~(B\C)=(AnB)Y~(BnC) =
=AnBNB)NCC=AnTNCt=y0

Obs: Usamos que X\Y = X N YC.

Questao 2

A soma das raizes da equagdoem C, 28— 17z + 16 = 0, taisque z—| z| =0, é:

Gabarito: Letra C.
Temos 8 -172*+ 16 =0z =1o0uz* = 16

Para que z = | z |, z deve ser real nao-negativo.
Logo,z = 1 ouz = 2 e, portanto, a soma das raizes buscadas é 3.
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Questao 3

Considere a equagao em C, (z-5 +3i)* = 1. Se z, & a solugao que apresenta 0 menor argumento principal
dentre as quatro solugdes, entao o valor de |zo| ¢

A) V29.
B

(
(
(¢
(
(

5

)
)
)
D)
B)

244

Gabarito: Letra B.
(-5 +3i)*=1; Usando que 41 =+1ou+i
=2-543i=1,z-543i=-1; z-543i=i, z-5+3i =i

l0go:z=6-3i;z=4-3i;z=5-2i;z=5-4i. Seja 6 = Arg z, temos:

tgo="1:1tg0 = ~3;1g6 = —2 : tg0 = —* onde os 4 pontos pertencem ao 4 quadrante.
2 4 5 5

Como z, possui 0 menor argumento principal

2,=5-4i = |2| = V25+16 =/41.

Questao 04

A soma de todos os niimeros reais X que satisfazem a equacao 8¥* 1 + 44 (2% 1) 1 64 =19 (4 ) é igual a:

Gabarito: Letra D.

Seja 21 =1,

Entdo, t* - 192 + 44t + 64 = 0.

Como -1 éraiz, temos (t + 1) (?—20t + 64) =0 <= (t + 1) (t—4) (t-16) = 0.
Mast > 0, donde s6 podemos tert = 4 out = 16.

Dai, \(x+1=20uXx+1=4<x=30ux=15.

Asomaé 18.
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Questao 5

Se 0s numeros reais a e b satisfazem, simultaneamente, as equagoes yavb =— e In@ +b) +In8 =1Inb5,
um possivel valor de 5 é

Gabarito: Letra A.

(I)\/a\/—:% (II)In(a2+b)+In8=In5
Temos:

i:azzi

16 16b

(1)in (2 +b) =5 ~ g =In> = & + b=
8 8

() a% =

L0go, —— +b =2 & 1+ 1602 = 10b
60 8
1

1662 —10b +1=0 .- b:%oub:—

2
Como a2
m 16b
bzlzazzlsazﬂ,poisazo
8 2 2
b:ljazzlzazﬂ,poisazo
2 8 4
Entéo,%pode serigual a \/—/2 =42 ou \/1_//24 —\/2—
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Questao 06

ax
Considere as fungdes f e g, da varivel real x, definidas, respectivamente por: f(x) = e¢+a+2¢ g(x) =In (%)

em que a e b séo ndmeros reais. Se f(-1) = 1 = f(-2), entdo pode-se afirmar sobre a fungdo composta g o f que:

(A) gof(1) =In3.

(B) A gof(0)

(C) g ofnunca se anula

(D) g o f esta definida apenas em {x € R: x > 0}
(E) g o f admite dois zeros reais distintos.

Gabarito: Letra E.

f(=1)

1 -t = {1 — —g4+phb+1 =0 (1)
f=2)

=e
= g2t =1 2a+b+4 =0 (2)

Fazendo (1)-(2):a=3eb=2

(o]

Assim f(x) = e +*+2g ((X) = In[3—xj =In 5)
Donde : g o (1) = g(f(1)) = g(e®) = In[} #In3

gol) = &) = m(fj cn

X2 +3x+2

gof(x)=0:>|n[ ]zO:exz*:“M:Z:

=>x+3X+2-n2=0
A=9-8+4In2=1+4In2>0.

Logo existem dois zeros reais distintos parag o f.
Ecomof(x) >0,V x e R, g ofesta definida para todo x real.
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Questao 7

Considere fungdes 7, g, f + ¢: R — R. Das afirmagoes:

I. Sefe g sdoinjetoras, / + g € injetora;

Il. Sefe g sao sobrejetoras, / + g é sobrejetora;

lll. Se e g nao sdo injetoras, / + g ndo é injetora;

IV. Sefe g nao sdo sobrejetoras, / + g nao é sobrejetora.
é (séo) verdadeira (s):

(A) nenhuma.

(B) apenas lell.
(C) apenas I elll.
(D) apenas Il e IV.
(E) todas.

Gabarito: Letra A.
| e ll. Falsas.

Tome f'(x) = x e g(x) = —X. As duas fungdes sao bijetoras, mas (¥ + g) (x) = 0, que nao é injetora, nem
sobrejetora.

lIl'e IV. Falsas.

Tome £(x)=x> +§ e gix)=—x*+ g As duas funges ndo séo sobrejetoras, nem injetoras, mas

(f+ g) (X) = X, que é bijetora.

QuEsTAO 8

Sejan > 6 um inteiro positivo nao divisivel por 6. Se, na divisao de n? por 6, 0 quociente € um ndimero impar,
entao o resto da divisao de n por 6 é:

(A) 1. (D) 4
(B) 2. () 5
() 3.

GaBariTO: LETRA C.
Escrevendo a divisdo de n? por 6,temosn? = 6(2k + 1) + ;0 <r<6=n>=12k + r + 6.

Lema: Um quadrado perfeito s6 pode deixar resto 0 ou 1 na divisao por 3 e por 4.

QA
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x=0(m6d3) = x2 =0(méd3)

x =+1(M6d3) = x? =1(m6d 3)
x=0,2(m6d 4) = x2 =0 (m6d 4)
X =+1(mdd 4) = x* =1(mad 4)

r=1=n?=12k + 7 = n2=3 (mod 4), absurdo.
r=2=n?=12k + 8 = n?=2 (mod 4), absurdo.
r=4=n?=12k + 10 = n>=2 (mod 4), absurdo.
r=5=n?=12k + 11= n?= 3 (madd 4), absurdo.

Finalmente, r pode ser 3, ja que 81 deixa quociente 13 e resto 3 na diviséo por 6. (n = 9).

Questao 09

e I/%

5
Considere a equagdo  a, X" = 0 em que a soma das raizes é igual a— 2 e os coeficientes a,a,, a,, a,, a, €

5
a, formam, nesta ordem, uma progressao geometrica com a, = 1. Entao Zan é igual a:
n=0

(A) -21.

Gabarito: Letra D.

Considere (a,, a,, a,, a,e a,) = (1,0, ¢ q3 a*, @°).

17 o1 93 Uy

A soma das raizes da equacdo é igual a — (relagao de Girard) logo, - %4 = 2 - a, =2a,.
a

Entdiog' =2¢° >q=0ouq=1/2. ° 5
Veja que q = 0 néo é possivel, pois a equacao seria 1 = 0 (sem solugdo).
Lg=1/2 1

L
Dai Za —ttqitpgeg=T1_64 8

-1 1., 32
2
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Questao 10

Seja A solugao real da equagdo /A +9 + /21 +17 =12. Entdo a soma das solugdes Z, com Re z > 0, da
equacao z* =1 -32, ¢

A

B)
C)
D)

—_— =~~~
=

) 16.

Gabarito: Letra B.

Sejaf(r) = /A +9 + /21 +17. E facil ver que f é estritamente crescente. Como f(16) = /25 + /49 =12,
temos

<16 1) < 12
%> 16 1) > 12

Logo, A = 16 é a (nica solugdo real!

Dai, a equagao z* = L —32 se torna z* = -16 = z* = 16 cisn.
. 2k

Tirando a raiz quarta: z = 2cis (yjk =0,1,23.

K=0:z=2cis ~
4
K=1:z=2cis3%
4
K=2z=2cis5%
4
K=3z=2cis7X
4

As (nicas solugdes comRez > 0sdoz = Zcisg ez = 2cis %ﬂ
A soma delas é igual a:
. . In T
2 cis = + 2cis -% = 4 cos = = 24/2.
4 4 4 V2

Questao 11
Seja p uma probabilidade sobre um espago amostral finito Q. Se A e B sao eventos de Q tais que

1 1 1
p(A)=*,P(B)=§e P(AnB)=—as probabilidades dos eventos A \ B, A U B e A® U B° sao,

2 4’
respectivamente.

10¢
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Gabarito: Letra E.

p(A\B) = p(A) — p(ANB) = -

1

N —
N

P(A B) =p(A) +p(B) -p(ANB) =

2"
p(A° UB®)=1-p(ANB)=1- %

-h\—n

Questao 12

Considere os seguintes resultados relativamente ao langamento de uma moeda:

I Ocorréncia de duas caras em dois langamentos.
Il. Ocorréncia de trés caras e uma coroa em quatro langamentos.
lll. Ocorréncia de cinco caras e trés coroas em oito langamentos.

Pode-se afirmar que:

(A) dos trés resultados, | é 0 mais provavel.

(B) dos trés resultados, Il é 0 mais provavel.

(C) dos trés resultados, Ill é o mais provavel.

(D) os resultados I e Il sdo igualmente provaveis.
(E) os resultados Il e Il sdo igualmente provaveis.
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Questao 13

Considere A e M, . (R) com det (A) = J6 e o e R\ {0} Se det(aAAAY) = V6o,
é

0 LUGAR GERAL
DO BRASIL

IME 2013

.
* 1" Lugar gerl s seguids exame de quaiificacio da UER) 20013
= 1° Lugat de Malematica Aplicada na FGV 2013
* 1 Lugar em Nedaghies inbsrmacionais da ESPAL

PARA SEU FILWO ESTAR ENTRE 05 MELHORES,
ELE PRECISA ESTUDAR COM 05 MELHORES.

% ﬁLSAI] 2013
D

2568-6834 Paninnmhr:“!r':l L.] ,‘{, hﬂul“‘ .11.
et ] H:'t. ACAU U
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Gabarito: Letra C.

det (aABAY) = VBa? = of . (det A = VBa? (Usando Binet e que detAt = deth)
Como o = 0, temos a3.(«/§ )3 =\/67:>a3 =—.

Como (xeR\{O},OLz :T.

m_k
&

Questao 14

Sejam a um ndmero real e n 0 numero de todas as solugdes reais e distintas x e [0,2x] da equagao
cos®x —sendx + 4 sen®x = a. Das afirmagoes:

. Sea=0,entdon = 0;
Il. Sea=%,entéon=8;

. Sea=1,entdon =7,
IV. Sea=3, entdon=2.

é (sdo) verdadeira(s):

Eé; apenas :” g)) ap:nas llelV.
apenas lll. todas.
(C) apenas I e lll.

Gabarito: Letra E.
Como cos? x = 1 —sen?, temos cos? x = send x — 4sen® x + 6senx — 4sen? + 1 e dai
cos® x — sen® x + 4senf x = 6sen’x —4sen + 1.

I. (V)a=0<« 6senx—4senx + 1 = 0.
Como A < 0, néo ha solugdes reaise dain =0

I (V)a= % & Bsen'x — dsen’x + % —0e

G

6
Cada uma das quatro equagées tem duas solugées, donde n = 8.

1 1 2
sen’ = 3 ou senx =§ & Senx = i% ousenx=

ll. (V)a=1< 6senx—4senx = 0 <

2
sen® = 0 ou senx = 3

senx=0ousenx = i\g.

Temos que sen x = 0 possui trés solugGes.
Cada uma das outras duas equagoes possui duas solugoes. Logo, n = 7.
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IV. (V)a=3<6sen’x—4senx-2=0<
sen’ = 1 ou sen = —% < senx =+1.

Cada uma das duas equagoes possui uma solugdo. Logo n = 2.

Questao 15

1 3 ) cotgx —1 )
Se cos 2x =—, entdo um possivel valor de é
2 C0SSeC (X — ) — Sec (m—X)
Ol 0 3
(B) 1. () 2
©) 2.

Gabarito: Letra A.
A expressdo pedida é:

Cosx 1 COSX — Senx

senx _ senx
-1 N 1 Senx — cosx
Senx  COSX Senxcosx

=—CO0SX.

Como cost:%, 20082X—1:%<:>C082X=§<:>COSX:1§
Logo, um possivel valor é ? quando cosx = _g,

Questao 16

Uma reta r tangencia uma circunferéncia num ponto B e intercepta uma reta s num ponto A exterior a
circunferéncia. A reta s passa pelo gentro desta circunferéncia e a intercepta num ponto C, tal que o angulo
ABC seja obtuso. Entdo o angulo CAB é igual a:

A) % AEC. (D) 2 ABC - .

®) gn _2 ABC. ® Agc-2.

2
C) = ABC.
(©) 5 ABC
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Gabarito: Letra B.

Seja 0 o centro da circunferéncia. Logo, OB L .
Sejao = ABC. Logo, 0BC = o - g Como 0B = OC, temos BOC = 2r - 20 e dai BAC =

_ 2n—2a—%:3§—2a:3§—2A|§C.

Questao 17

Sobre a parabola definida pela equagao x> + 2xy + y2—2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar que:

(A) ela nao admite reta tangente paralela ao eixo Ox.

(B) ela admite apenas uma reta tangente paralela ao eixo Ox.
(C) ela admite duas retas tangentes paralelas ao eixo Ox.

(D) a abcissa do vértice da parabola é x = -1.

(

E) a abicissa do vértice da parabola é x = —%.

Gabarito: Letra B.

Uma reta paralela ao eixo Ox tem equagao y = k.
Para que a parabola seja tangente a essa reta, a equagao X2 + 2xy + y2—2x + 4y + 1 = 0 deve possuir raiz dupla.

Rearrumando: x2 + 2(k—1)x + (K + 4k + 1) = 0

A=0 <40 +2k+1)-4(+4k+1) =0
o2Uk=0ck=0

Logo, s6 ha um valor para k.

Comentario:
Vamos encontrar a abcissa do véertice.

y

m

Na equagdo dada, dividindo por x2 e fazendo X — + o, temos 1 + 2m+ m?=0=>m=-1.
Entdo, a reta tangente no vértice tem coeficiente igual a 1 (perpendicular ao eixo). Essa tangente
(k% + 4K +1)

2

Sendo o eixo da parabola uma reta da formay = mx + g, sabe-se que m=1lim

é y = x + k. Substituindo na parabola e desenvolvendo: 2x2 +(2k+1) x+ =0

Ay
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Para ser tangente, A = 0:

A:712k73:03k:7%

(k+1) 1

Neste caso, x=x, =— 7 5

Questao 18

Das afirmagoes:

| Duas retas coplanares sdo concorrentes;

Il Duas retas que nao tém ponto em comum sao reversas;

Il Dadas duas retas reversas, existem dois, e apenas dois, planos paralelos, cada um contendo uma das
retas;

IV 0s pontos médios dos lados de um quadrilatero reverso definem um paralelogramo,

é (sdo) verdadeira(s) apenas

Gabarito: Letra D.
|. Falso (retas paralelas séo coplanares ndo concorrentes)
Il. Falsa (retas paralelas ndo tem ponto em comum e ndo Sao reversas).

lIl. Verdadeira

Sejam r e s as retas reversas, considere um ponto P em r. Por P passa uma Unica reta t paralelo a s.

Deste modo r e t sdo concorrentes em P, donde r e t definem um Gnico plano a. //s.

Do mesmo modo existe um dnico plano g contendo s paralelo ar.

Veja que do modo que o e B foram construidos ja temos duas retas concorrentes em um plano paralelas ao
outro plano, donde ov// B; com o € 3 nicos.

IV. Verdadeira

Seja ABCD o quadrilatero em questdo e M, N, P e Q pontos médios de AB, BC, CD e AD respectivamente.
Temos MN base média do A ABC, donde MN//AC;

PQ a base média do A ACD, donde PQ//AC;

NP a base média do A BCD, donde NP//BD;

MQ base média do A ABD, donde MQ//BD.

Assim, MN//PQ e NP//MQ e o quadrilatero MNPQ é paralelogramo.

16¢
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Questao 19

Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretangulo de vértice V/, determinando um triangulo ABC cujos
lados medem, respectivamente, /10, +/17 e 5 cm. o volume, em cm?, do sélido VABC é.

(A) 2. (D) 6.
Eg; jﬁ (E) 5410.

Gabarito: Letra A.

Sejam VA=4a,VB=bh,VC =c.

A
TV
B C
Podemos supor, sem perda de generalidade, que AB =+/10, AC = /17, BC =5.

a®+b>=10
Entdo, Ja’ + ¢? =17 Somando tudo: 2(a% + b? + ¢2) = 52
2 2 az + b2 + 02 =26
b*+c°=25

Subtraindo de cada equagao do sistema: a> = 1 = a= 1;
P2=9=b=3;c?=16=>c=4
0 volume € igual a V=a%c,logoV=%=20m3.

Questao 20

No sistema x0y os pontos A = (2, 0) B = (2, 5) e C = (0, 1) sdo vértices de um tridngulo inscrito na base

. . - 3 volume .
de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilindro, a razao , em unidade de

comprimento, & igual a area total da superficie

100
A) 1. D) 2
) o 1%
100 5
® Jo5 ® 5
10
© 7
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Gabarito: Letra B.
Num cilindro circular reto de raio da base r e altura h, temos:

volume = nrh
areatotal = 2nrh + 2nr2 = 2xr(h + 1)

rlh rh

2nr(h+r)  2r(h+r)

Entdo, a razdo procurada é k =

Calculemos os lados do AABC:

AB=5 AC=4/22 + 12 =/5, BC=+2% +42 =25

Como AC? + BC? = AB?, 0 AABC é retangulo em C.

Entéo, o raio do circulo circunscrito ao AABC é igual a metade da hipotenusa AB .. r =
Comoh = 8:

5
ke (EJ'S 20 100

2(8+gj 21 105

5
>

Questao 21

Paraz =1 + iy, y > 0, determine todos os pares (a,y), a > 1, tais que z'® = a. Escreva a e y em fungéo
de Arg z.

Gabarito:
z=1+yi
Seja © = Arg ztemos z = |z| cis 6, elevando a décima:

7' = |z|" cis (100)

Comoz'® = a > 1tém-se |z|" = |a| = a donde:
,2(=,2(.cis109:>109=2kn:>6=%; kel.
Assim: y = tan® =tank€“ ga= |z|‘°=(1+y2)5 =
= a=sec'o =sec‘°kl;ke Z

5

Como queremos todos o0s pares (a,y)coma>1ey>o0
Devemos terk = 1; k = 2 donde

@y) e {(sec10 % tan %) (sec10 2%,tan 2%)}

15\
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Questao 22

Determine o maior dominio D = R dafungdo /i d — R, f(X)= Iogx(ﬂ (4senx cosx —1).
z

X)

Gabarito:

l. x.(%—xj>0

Il. 4senxcosx—1>0

. x.(%—xj;ﬂ

. —0<x<Z
_/ \_ 4

Il. 4senxcosx=2sen2x=sen2x > 1/2

Comox e (O,EJ, temos 2X6(0,zj.
4 2

Para sen2x>1 ¢ necessario ZXe[z Z) : Xe(l zj
2’ 6°2) " 124 )

. Se f(x)=x. (% - x), 0 valor maximo de f(x) ¢ atingido para x =% (x do vértice)

T

2
Dai, £(x)< f(%j = (gj < 1, Portanto, n&o ocorre f(x) = 1.
0=(£.%)
1274

Questao 23

Considere 0 P(m) = am? -3m-18 ,em que a <R ¢ tal que a soma das raizes de P ¢ igual a 3. Determine
araizm de P tal que duas, e apenas duas, solugoes da equagao 1x, x3+mx2+(m+4)x+5 = 0, estejam no
intervalo ] — 2,2[.

Gabarito:

3
A soma das raizes de P(m)=am?>-3m - 18 é PE Logo, g =3, 0 que nos da a=1.

Veja que x= —1 é raiz de x*+mx?+(m+4)x+5=0 (pois — 1+m-m-4+5=0)
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Usando Briot Ruffini.

|1 m m+4 5
-1t m-1 5 [0

Portanto, queremos que uma das raizes de x2+ (m— 1)x+5=0(*) esteja no intervalo ]- 2,2].

As raizes de P(m)=m>-3m-18 sdo m=6 e m=-3.

m =6 em (*): X+5x+5=0 X= ks \/_ Veja que T\/ge]—Z,Z[.

m=-3em (*): X*- 4x+5=0—> Nao tem raizes reais!

Logo, m=6

Questao 24

Quantos tetraedros regulares de mesma dimensao podemos distinguir usando 4 cores distintas para pintar
todas as suas faces? Cada face s pode ser pintada com uma dnica cor.

Gabarito:
1¢ caso: Usando apenas uma cor.
Basta escolher a cor que sera utilizada: 4 possibilidades.

2¢° caso: Usando apenas duas cores.

Escolha das cores: C,,

Sejam A e B as cores escolhldas podemos ter:

AABB, AAAB, ABBB 3 possibilidades

Em todos 0s casos existe apenas uma maneira de formar o tetraedro, logo temos 6 . 3 = 18 possibilidades.

3¢ caso: Usando 3 cores.

Escolha das cores: C,,

Escolha da cor que |ra repetlr 3 possibilidades.

Existe apenas uma maneira de formar o tetraedro, logo, 3 . 4 . 1 = 12 possibilidades.

4! )
4° caso: 73 = 2 possibilidades (dividimos por 12 para descontar as rotagoes)

Total: 4 + 18 + 12 + 2 = 36.

Comentario:

0 enunciado diz “usando 4 cores distintas”. Com isso, ha uma ambiguidade, pois ndo fica claro
se todas as cores devem ser usadas ou nao.

Caso todas devam ser usadas, sejam A, B, C e D as cores. Como o tetraedro pode ser girado,
podemos supor que A esta na base. Assim, para definir as faces laterais, precisamos permutar 3
cores de forma circular: PS = 2! = 2.

Assim, ha 2 tetraedros possiveis.

)20\
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Questao 25

Considere o sistema na variavel real x:

X2—X:(x
x—x3=p

(A) Determine os nimeros reais o € B para que o sistema admita somente solugoes reais.

(B) Para cada valor de B encontrado em (a), determine todas as solugoes da equagéo x — x* =

Gabarito:

A hx-x=a Mmx-x=p

Fatorando: [x(x-1)=a Logo,B=-a(x+ 1)e x:—(x—JrB sea=0.
—X(X=1(X+1) =P ¢

Caso o seja nulo, temosx = 0 oux =1, dai g = 0.
Entéo (a, B) = (0, 0) é uma possibilidade.
Substituindo x em (1):
2

(‘LB) 2P B4 3aB+ 202 —ad =0 (¥)

(04 o
veja que (o, B) = (0, 0) funciona em (*).
Esta relagao entre o e (3 faz o sistema ser possivel.

m (1), para que x seja real, precisamos ter discriminante nao-negativo:

X-x-o=0=>A=1+4020=> az—%

(Olhando (*) como equagao do 2° grau em B, o discriminante é igual a o? (4a. + 1). Com o > — %

e I/%

B.

(*) gera Breal.)

) 1 . ] .
Finalmente, com QZ_Z temos que x pode assumir qualquer valor real. Dai, em (Il), B pode assumir

qualquer valor real (pois B é cubica em x).
Resposta: o e B tais que p? + 3op + 202 -a®* =0, o> —%.
B)¥-x+p=0

1 1
F =—|t+-[(teC). Dai
agamos X \/§(+t)(e) ai

) Rl slr o

t6+3x/§[3t3+1:0(*)3t3:—3\/§l3i\/27[37—4

2
[o7a2
Seja z a raiz cibica principal de -3V3p +27p° — 4
2
Seja w :_1+ﬁi (w3 =1).
2 2

Entdot=zout=zwout = zw2
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Portanto, as solugoes sao
1 1 1 1 1

X=\/§(Z+ZJ,X:\/1§[ZW+ZWJ,X:@[ZWZ+ZW2J. (***)

2 2
Obs.: Para _—
e { 343 3V3

Z ¢ R — % e 73 50 raizes de (**) — zz = 1 (produto das raizes) —»

} (ou seja, 27p% - 4 < 0), todas as raizes de x* —x + B = 0 sdo reais, pois

=Z7.

N —

Como - = w, temos z+1=2Re(z),zw+i=2Re (zw), zw? +i2:2Re (zw?)
w z w w

Uma outra forma de observar isso é analisando o grafico f(x) = x — 5.
y
A

NCNZERN
L =2
33

<V

f

Veja que toda reta horizontal y = B, B e {—2

)
33733

2
, corta o gréfico em 3 pontos (reais). Caso p=+——,
} g pontos (reais) B 33

ha raiz dupla.

Obs.: Em (***), veja que tudo fica em fung@o apenas de B (sem o).

Questao 26

Considere o0 sistema nas variaveis reais x e y:

X Sseno + 3y coso=2a
XCOSa+ysena=Dh,

coma € [Og[ ea, b e R. Analise para que valores de o, a e b 0 sistema é (i) possivel determinado,
(ii) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (i), encontre o respectivo

conjunto-solugao.

22N
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Gabarito:
seno  3c0S a
Temos D = = seno — 3¢0s% o
cOSo  Sena
() SPD

T
2

asena —3b cosa. b sena —a cosa
sen’ o — 3 cos’a’ seno — 3cos’a |

Devemos ter D = 0, e dai tan? o = 3. Como o € [0, { devemos ter o # g Podemos ter a e b quaisquer.

0 conjunto-solugao é: (X,y) = [

Para ser SPI ou SI, devemos ter D = 0 e dai & = E.

3
(i) SPI:
3 3y _,
2 2
x W8 _,
2 2
Para ser SPI, devemos tera=b/3 e o = % b e R qualquer.

2b7/3 — t4/3

Aqui o conjunto solugao é (t, 3

], onde t é real qualquer.

(iii) Para ser SI, devemos ter a = bv/3 e o = g

Questao 27
Encontra os pares (a, B) €]0, %[x]o, %[ que satisfazem simultaneamente as equagoes:

(tg o + cotg B) cos o sen P — 2 cos?(a— B) = —1 e ~/3 sen(a + ) +cos(a + B) = 3.

Gabarito:

l. (tgo + cotg B) cosa.sen B—2cos? (a—P) = -1 <
sena senP + cos o cosP =2co0s’ (a—P)-1<
2¢0s? (u—PB)—cos (a-B)-1=0<
cos (a—B) =1ou COS(a—ﬂ)=—%.(*’
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Il. /3 sen(a+pB)+cos(a+B)=V3 <

oS 5 sen(a + B)+ senE cos(a+ fB)=—

sen [a +p+ f) =senZ )
6 3

T

Como (OH—ﬁ)e}O,%[x}O,E[, a+pel0 e a—ﬂe}—%,%{
Dai, a+ﬂ:% ou a+ﬂ:%,p0r<**>

Como a+ﬂe}—%,%{, s0 podemos ter, em (*), €0S(« — B)=1, pois cos(a+ ) >0

Logo, a—-B=0=>a=4.

Finalmente, podemos ter (o, 8) = (12 1’;) ou (e f)

5

Questao 28
Determine a area da figura plana situada no primeiro quadrante e delimitada pelas curvas
(y—x—2)[y+%—2j:0 exXt—2Xx+y*-8=0

Gabarito:

I (y—x—2)(y+g—2)=0

. X¥*-2x+y?-8=0

. éum par de retas

r y=x+2
X
S: =——42
y 2+

Il. éuma circunferéncia: (x-1)2+y>=9

Sejam A e B as interseg0es da circunferéncia com o eixo x.

SejaP=rns.

Seja C a outra intersec@o de r com a circunferéncia (pois
Ajaé).

Veja que uma das intersecGes de s com a circunferéncia é B.

Seja 0 = (1, 0) o centro da circunferéncia.

m = 1= 0AC = 45° = AQC = 90°

Aarea pedidaé S = S, - S, - S,, onde:

24N
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2
S, = area de semicircunferéncia de raio 3 = S, = 7.8 9

2 2
7.32 3.3 9r 9
4 2 42
In 9 3

S, = drea do AABP = 83:%2:6 .~.S=7—(——fj—6:>8 773 unidades de area.

S, = 4rea do segmento circular AC= S, =

Questao 29

Em um tridngulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice C, dividem o
angulo BCA em quatro angulos iguais. Se ¢ é a medida do lado oposto ao vértice C, calcule:

(A) A medida da mediana em funlgao de /.
(B) Os angulos CAB, ABC e BCA.

Gabarito:

Solugao 1 o =HCA = ECH=ECO = 0CB

Sejam H o pé da altura realtiva a AB e O o ponto médio de AB. Seja D a intersegao de CO com a circunferéncia
circunscrita ao triangulo ABC.

Veja que CDB = CAD =90 — a. e dai o tridngulo CBD é retangulo, donde CD é diametro.

0 centro da circunferéncia esta na mediatriz de AB que passa por O (pois O é ponto médio), e também esta
em CD. Como O esta nas duas retas, O deve ser o centro da circunferéncia.

AB ¢
A) Logo, CO=A0="2=—.
(A) 573
(B) Aqui, veja que ACBZ%:>4(X=§:>OL=%.
o ARBZ

Logo, CAB =3l, ABC==eACB=
8 8 2

5 & P sn 3
Como o problema é simétrico com relagao a B e A, podemos ter também CAB = g e ABC = @n

254



%' » Gabarito ITA

Solugao 2
(A) Sejam C=4ceCH=h

A ]

Sejam M, |, H os pés da mediana, de bissetriz e da altura tragadas de C.
e HB=htanaeHM = htan 2a = MB = h (tan o + tan 2a)
¢ AH=nhtan 3o e HM = htan 2a = AM = h (tan 3o — tan 2a)

Como AM = MB, temos:
tan o + tan 2o = tan 3o — tan 2a
< tan3 o —tan o =2 tan 2a

sen2o _ 2sen2a
c0S30-C0Sa  COS20

Como sen 2o # 0, temos cos 2o = 2 ¢0S 3. - €0S a. (¥)
Usando que 2 cos 3o - €0S o = €0S (3a + o) + €0S (3o — ) = oS 4o + COS 20
em (*) segue que cos 4o =0

.c0sC=0=C=2(a=T)
2

Entdo, MC = 22
2

~Me=L.
2

(B) Dai,B="—q >8-S
2 8

A=Z_30—>A=
2

,BCA =

oo‘g’ |3

Resposta : CAB = g ABC = g

Como o problema é simétrico com relagao a A e B, podemos ter também ABC = g e CAB = %ﬂ
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Questao 30

Seja ABCDEFGH um paralelepipedo de bases retangulares ABCD e EFGH, em que A, B, C e D sao,
respectivamente, as projegdes ortogonais e £, F, G, H. As medidas das arestas distintas AB, AD e AE
constituem uma progressao aritmética cuja soma é 12 cm. Sabe-se que o volume da piramide ABCF é igual
a 10 cm?. Calcule:

(A) As medidas das arestas do paralelepipedo.
(B) O volume e a area total da superficie do paralelepipedo.

Gabarito:

M

\NO

A B
(A) Considere (AB, AD, AE) = (a-r,a,a +1).
a-r+a+a+r=12=a=4cm.

@=D2@ED 4o 4-r)(d+n =152 =1mr==1.

volume =
Portanto, as arestas sdo iguais a3 cm, 4 cme 5 cm.

(B) Volume = 3.4.5 = 60 cm?.
Areatotal =2.(3.4+3.5+4.5) =94 cm?
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COMENTARIO FINAL

Podemos afirmar que esta prova de matematica do vestibular do ITA foi a mais dificil dos dltimos
anos. Na parte objetiva, o nivel se manteve, no entanto, na parte discursiva a dificuldade foi muito
maior que o habitual. Podemos destacar as questdes 25 e 29 como as mais dificeis. Além dessas,
a questdo 24 apresenta uma dupla interpretagdo e o enunciado do item b da 25 sugere que sao
alguns poucos valores para , sendo que, na verdade, pode assumir qualquer valor - isso dificultou
bastante o problema.

Por esta maior dificuldade, acreditamos que as notas de matematica dos aprovados deste ano
serdo muito mais baixas que as do ano passado. Com isso, aqueles alunos que se destacarem nesta
prova aumentardo consideravelmente suas chances de aprovagao.

Por fim, gostariamos de parabenizar a banca de matematica pelo alto nivel de abrangéncia
e de dificuldade deste exame. Pensamos que com uma prova assim mais dificil, este vestibular
selecionara melhor ainda os futuros alunos do Instituto.
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