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0 segundo, o sétimo e o vigésimo sétimo termos de uma Progressao Aritmética (PA) de nimeros inteiros,
de razéo r, formam, nesta ordem, uma Progressao Geométrica (PG), de razdo q, com q e r € N* (natural
diferente de zero). Determine:

(A) o menor valor possivel para a razao r;
(B) o valor do décimo oitavo termo da PA, para a condigdo do item a.

Solugao:

(A) Considere a PA onde o termo geral € dado por a . Assim, formamos a PG: (a,, a,, a,,).
Usando o termo geral da PA; formamos a PG (a,, a, + 51, a, + 25r).

a,+5r a,+2or
a, a, +5r
r = 0 pelo enunciado).

Usando q= —>/aé/+10a2r + 2517 :/aé/Jr 25a,r — 25r* = 15a,r — 51 = 3a, (pois

Como a, € Z e 5r é multiplo de 3, entdo o menor valor da razao é r = 3.

Comor=3ea,=0>,teremos q= 25—0 =4, e N*, logo satisfaz ao enunciado.

(B) Comor=3ea,=>5,teremos a,, = a, + 16r - a,; = 53.

< ) a, a a,, —a, 20r ] .
Obs.: A razao q poderia ser encontrada fazendo q= ai = f = ﬁ =2 = 4 e ¢ possivel completar
2 7 7 A2

a solugéo a partir disso.
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~ Questao 02

Os nimeros reais positivos x,, X, € X, Sa0 raizes da equagao x* — ax? = a* - 3 X, sendo b e N (natural) a € R (real)
. ~ b

e a= 1. Determing, em fungao de a e b, o valor de log, [x XoXg (X, + X, + Xa)X$ 4 J .

Solugao:

) o b . .
Sendo x,, X, € x, as raizes do polinomio x° —ax* + 2% a’ =0, temos, pelas relagoes de Girard:

X, + Xy + Xg =2
b.
XK + XXy + XXy = 2
XX X, = a°
Como X + X3 + X5 = (X, + X, + X5)7 = 2(XXy + XX5 + X,X;)

temos que X5 + X + X5 =2’ —2[%):212 -b

Logo:
|Oga |:X1X2X3(X1 +X, + )(3)>(|2 +X5+%3 :|b _ |Oga |:ab . (a)a2 ,b:|b —b. |Oga |:ab . aa2 —b:| _

b-[logaa"+Iogaaaz‘b]=b-[b~logaa+(a2—b)-Iogaa]zb-[b+a2—b]zazb
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Questao 03

Os angulos de um triangulo obtusangulo séo 105°, o e B. Sabendo que m < IR (real), determine:

(A) as raizes da equacao 3 sec x + m (/3 cosx—3senx) = 3 cosx + V3 senx, em fungao de m;
(B) o valor de m para que o e 3 sejam raizes dessa equagéo.

12 Solugéo:

(A) Como cos x =0, podemos dividir tudo por cos x:

-

3Secz)“rm[\@cosx—Ssenxj:3003x+\/§senx

€S X €S X
o 3tan’x+1) +m (/3 -3tanx)=3+~/3 tan x < 3tan’x — (3m ++/3) tanx +/3m=0

< (3tanx - J— (tan x —m) Octanx=£—30utanx:m

@x=%+knoux=arctan(m)+kn,keZ.

105° + o + B = 180° (angulos do tridngulo) = o + B = 75°. (*)
Como o e B s@o agudos, temos que:

o deve pertencer a familia g+ krn (ke Z).e

j deve pertencer a familia arctan(m) + kr (k € Z) (ou 0 contrario).
Dai, o = 30° g, por (*), B = 45°.

Colocando em radianos, temos:

arctan(m) + kr = % para algumk e Z.
E facil ver que para k = 0, temos arctan(m) ¢ [

3)

Logo, k = 0 e arctan(m) = g , 0 que implicam = 1.

m\:—l

Também ha a possibilidade de o € B serem iguais, ja que o0 enunciado ndo diz que o € B S0 as raizes.

Nesse caso, deveriamos ter o = B = arctan(m). (poisse o = B = T nio teriamos um tridngulo de
angulos o, B e 105°). 6

Como o + f = 75° = ?—ZtemOSa B_ﬂem_tan— 6 ++/3 —/2 - 2. (E fécil obter este

valor usando a formula da tangente do arco dobro.)
Resposta: m = 1 ou m= tan— J6+3-2-2
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22 Solugao para o item (A):
(A) 3secx+m(«/3.c0sx —3senx)=3c0SX ++/3.5enx <

35ecx+m.2x/§(;.cosx—\{2§.sen x]=2x/§(cosx.\f+;.sen XJ<:>

35ecx+m.2\/§.cos[x+gj:2x/§.sen(x+8©
SSecx:Zﬁ{sen(x +gj—m.cos(x+gﬂ<:>
3 =sen(x+gj—m.cos(x+§)@

2 C0S X

\/§:sen[2x+fj+sen£—m.cos[2x+£]—m.cos£©
3 3 3 3
J3+m :sen[2x+EJ—m.cos(2x+Ej©

2 3 3

m+J§: ! .sen(2x+ﬁj— m .cos(2x+£].
2Jm+1 Jm? +1 3 3

Seja 6 = arctan(m). Logo, sen6 =

m 1 1 J3

= 2 _sen|2x+Z | cos0—send.cos| 2x + =
12 el 2 [“sj (“sj@

sene.cosg+seng.cosezsen(2x+g—ej©

Y T
sen|O0+—|=sen|2x+—-0
(3] (3 j@,

€Cc0s0= .
m? +1 m? +1

Assim,

2x+2?n=(2k+1)n0u2x726:2kn,keZc>

X =kn +%ou X =6 +kr, onde 6 = arctan(m).
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Questao 04

Sejao numero complexoZ = a + bi,comaebe R (real)ei = J-1. Determine o modulo de Z sabendo
e =3(1+ab?)
b3 =3(a’h-1)

12 Solugéo:

Sendo z = a + bi, calculemos 23
= (a+ bi)® = (@®-3ab?) + (3a%h - b?¥) i

72 =3+3i= [f|=y¥+F =[] =18 = ||=¥18

22 Solugao:

3@h-1) (2)
(@a+b)(a®—ab+Db?) =3ab(a+b)=a+b=0o0ua’—4ab+b?=0

=3(1+ab?) (1)
b3

12 caso: b = -a

Substituindoem (1): 2° = 3(1 + a°) = a=-3 g —>b= i/g

Logo: |z| =/a® +b° =23 % 332 — 418

2°caso: a?-4ab + b2 =10
Por Bhaskara: a=b (2 ++/3) = a=b tg 15° ou a=b tg 75° (*)
Sabe-se ainda que: a= |z| cos 6 ; b=]|z|sen 6
Substituindo em (1): |z|3 cos®  =3. (1+|z|3cos 6 w:ma -(4c0s*6 —3c0s0) = z* - cosse 3

1-cos? 0 €0s 30

Em (%): 0 =% + 2krou 0= 2% + 2k k e Z.
12 12

=

=3.= |z|=334/2 =418

Como cos36 > 0 s6 vale o primeiro, logo : |z - 5 =
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Uma piramide regular triangular apresenta um volume V. Determine o raio da circunferéncia circunscrita a
uma das faces laterais da pirdmide em funcao de V, sabendo que o angulo do vértice vale 30°.
Solugao:

Seja P-ABC a piramide de base ABC e vértice P do enunciado. Seja O o centro do AABC. PA = PB = PC = m,
AB=BC=CA=¢P0=h

&

2
Pelo enunciado, os angulos de vértice APB =BPC = CPA = 30°. Tem-se que 0 volume é dado por V = %.f

. . ] ) AB
Queremos o raio do circuncirculo de AABC, e, por lei dos senos, tem-se que S
AB sen 30

= =AB=v.
2 sen 30°

fz
No AABC, AO =§ e, no APQA, temos por pitagoras: PA> = P0? + 0A?, logo m? = h? + 3

Além disso, por lei dos cossenos no APAB, temos /2 = m2 + m? - 2m2 cos 30° = m?(2 —+/3), logo
m =12 (2 +3).

Dai, h? = 42(§+J§), logo h =%\/5 1343
2
Logo, na relagao de volume, temos Z;f.%\/s +3/3=V,logo ¢ =R= \3/6\/6«/5 —10 V € o circunraio

h.

4
=2R, logo queremos

desejado.




7 S
Prova Discursiva — MaTEMATICA: 24/10/11 %

E dada uma parabola de parametro p. Traga-se a corda focal MN, que possui uma inclinagao de 60° em relagao
ao eixo de simetria da parabola. A projec@o do ponto M sobre a diretriz & o ponto Q, e o prolongamento da
corda MN intercepta a diretriz no ponto R. Determine o perimetro do tridngulo MQR em fungdo de p, sabendo
que N encontra-se no interior do segmento MR.

12 Solugéo:
14
Qp M
4
60°
T (60
S F
N
30° 2p
R

Seja S 0 ponto de intersecao da diretriz com o eixo base da parabola.

Por defini¢ao, FS = p. Como SFR = 60°, entao FRS = 30°. No ARSF, sen 30° = P _ 1 = RF = 2p.

Como M e parabola, MF = MQ = ¢. RF 2
no ARQM,
1
P = ——=/=2=QM=2p=RM = 4
sen 30 s 2:>€ p=0Q p= p
cos 30° = @jﬁ:@ —RQ = 23p
RM 2 4p

Assim, o perimetro do AMQR é RM + QM + RQ = 2p (3 + \/5)_

RS 17 ‘1,4; 77T =T I VR 7 i y
.k/f'\ g/ 9N\ hde {‘ #8 \\Vu Uvr“ A”wl“[//”/ r}iﬂ
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22 Solugao:
A 3
2
r—/% 3p
Q [T M [2 3 J
P
V3p 2
0
o)
)
V3p
300
dp /-
R (2

Por definicao, distancia (F, QR) = p, entdo: OF = %

p
A reta MN tem coeficiente angular m = tg 60° = V3 e passa pelo foco F (E‘ 0] . Assim a equacao da reta

MNéy-0 = «/g(x—%] Sy= ﬁx—@

Para olhar as coordenadas de M, temos que fazer a interse¢do com a parabola:
y? = 2px

y=x3- L2

Substituindo:
2
2
[ﬁx—@} =3x* - 3xp + 3% = 2px

=12x% — 20xp + 3p* =0
f 2 2
fazendo Bhaskara: x = 20p +400p" — 144p =X= 3_p ou X =%

24 2
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3
Pela figura, x| > X , entdo: x, = ?p .Comisso, y = ﬁs—p—ﬂ =y =+3p

m

Para olhar as coordenadas de R, temos que fazer x = _7p na equacao de MN:

y, = ﬁ(%p]—ﬂjy, -3

Assim, mq =3P, P ™
2 2

QR=v3p+3p=2/3p
MR = distancia (M, R) = \/[32 j +(v3p+3p) =4

Logo, 0 perimetro do tridngulo MQR é 2p + 4p + 2/3p=2p (3 + V3 )-

Questao 07

Sejamre s e Z (inteiro). Prove que (2r + 3s) é multiplo de 17 se e somente se (9r + 5s) é mltiplo de 17.

12 Solugao:
Como m.d.c (4,17) = 1, temos que 2r +3s =0 (M6d17) < 8r + 125 =0 (mdd 17). Mas, 17r + 17s =0
(mo6d 17), donde (8r + 12s) =0 (m6d 17) < 9r + 5s =0 (mod 17).

22 Solugao:
Como 4(2r + 3s) + (9r + 5s) = 17(r + s), temos que 17|4(2r + 3s) < 17|9r + 5s.
Mas m.d.c (4,17) =1,0que da 17| (2r + 3s) < 174 (2r + 3s) < 17|9r + 5s.

2
e 17 ndo tém fatores comuns, temos que 2 divide 9k - s. Dai, 17 divide 9r + 5s.

32 Solugao:
(Ida)
2r+3s=17k k e Z)
17k - _
Entéo, r = s e, dai, 9r +5s = 9(17k 33} +5s _17(9k2 Sj Como esse nimero é inteiro e 2

(Volta)
9 +5s =17k (k € Z)
Entéo, r= 17k9_ 5 g, dai, 2r+3s= 2[@] +3s= 17[2k9 j Como esse numero € inteiro, e 9 e 17

nao tém fatores comuns, temos que 9 divide 2k + s. Dai, 17 divide 2r + 3s.

V118
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X a b c
. < a x cb
Calcule as raizes de f(x) em fungdo de a, b e ¢, sendo a, b,cexER(real)ef(x):b c x a
c b a x
12 solugdo:
X abc
a x cb .
f(x) = b c x a , usando Jacobi C,= C, + G, + C, + C,
c b a x
X+a+b+c a b ¢ 1abec
f(X)=X+a+b+c X C b=(x+a+b+c)1 X ¢ b
X+a+b+c ¢ x a 1 ¢ x a
x+a+b+c b a x 1 b a x
X-a ¢c-b b-c
Usando Chio: f(x)=(x+a+b+c)jc—a x-b a-c
b-a a-b x-c

Novamente vamos usar Jacobi: C, = C,+C,e C, = C, + C,.

X+b-a-c 0 b-c
f(x)=(x+a+b+c) 0 X+a-b-c a-c
X+b-a-c x+a-b-c x-c

10 b-c
f(x)=(x+a+b+c)(x+b-a-c)(x+a-b-¢)|0 1 a-c
1 1 x-c

Por fim, vamos fazer Chio: 1a-
1 x-b

‘:(x+c—a—b)

fx)=x+a+b+c)x+b-a-c)x+a-b-c)(x+c—-a-b)

Asraizessaox =-a-b-c;x,=-a+b+cx,=-b+a+cex,=-c+a+b
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22 solugao:

DefinaA={X a}e3={b C}.
a X c b

E facil verificar que A e B comutam [AB =BA= {bx rac o abD .

cx+ab bx+ac

b
c
Logo f(x) = det .
a

o T o x
o o x o
x o o o
|
o
D
@®
1
o =
> W
| I

= det (A>- B?) = det(A+B) - det(A-B) =
= [(x+b)*—(@+c¢)7 - [(x-Db)*~(@a-c)7] =
=x+a+b+c)x-a+b-c)x+a-b-c)(x—-a-b+c)

Logo as raizesde fséo {~a-b-c,a-b+c,—-a+b+c,a+b-c}

A B
(Usamos o fato: “se A, B, C, D sao matrizesnx n, X = {C D} é uma matriz 2n x 2n e AC = CA, entao:

det X = det (AD — BC)").
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Considere uma reta r que passa pelo ponto P(2,3). A reta r intercepta a curva x? — 2xy — y> = 0 nos pontos
A e B. Determine:

(A) o lugar geométrico definido pela curva; o
(B) a(s) possivel(is) equacdo(0es) da reta r, sabendo que PA-PB = 17.

Solugéo:
A)
X2 —2xy—y? =0
oy -2xy-x*=0
) ) 2x ++/8x?
equacao do segundo grauem y:y = T

y=(2-x ou y=(—2-1)x
E um par de retas perpendiculares que passam pela origem (uma hipérbole degeneraday).

(8)

As retas do item anterior séo perpendiculares, portanto, considere um sistema de coordenadas no qual o
eixo X’ 6 areta y = (+/2 —1)x (no sistema original) e 0 eixo y’ é a reta y = (—/2 — 1)x (no sistema original).

Repare que v2 —1= tang , logo, 0 angulo de rotagdo & g

y
y P

T
8

0 ponto P = (2, 3) no sistema é dado por P'= [2 cos%+ 3sen % -2 sen%+ 3 cos%) =(a,b). (*)

Seja 6 0 angulo que a reta faz com o eixo x’ (suponha que a reta é decrescente inicialmente).

y
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Sejam = tan 6. E facil ver que P'A' = b“m +1 " ePB'=avm?+1

2
Dai,PA-PB=P'A"P'B' :w. (**)

Em (*), temos ab = (2 cosg +3 sengj(—2 seng +3 cosg] = G[cosZE —sen? gj +5 sengcosg =

8
5 V2 542 17&_

T
=6c0S— —sen— 6—

4 2 2 22 4
Em(**) 17;/5[mm+1j 17<:>m2_2\/§m+1:0<:>m:\/§i1

< m=tan— oum—tanB—TE
8 8

Casoaretasejadecrescente, 0s argumentos sio andlogosechegamosam? + 2/2m+1=0<m=—2 +t1<om

5 n
< m=tan— oum=tan—.
8 8
Entdo, as inclinagGes possiveis em x’y’ sdo T 3i 5£ 7£
"8°8'8
Para termos as inclinagdes xy, basta subtrair ™ , obtendo 0, % g %Tn
8
Como a reta passa por (2,3), logo, as opgoes sao:
inclinacao reta
0 y=3
% y=x+1
g Xx=2
3
Tﬂ y=-Xx+5

Resposta:y=3,y=x+1,x=2,y=-x+5.
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Os nove elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 sao preenchidos aleatoriamente com 0s numeros
1 ou-1, com a mesma probabilidade de ocorréncia. Determine:

(A) o maior valor possivel para o determinante de M;
(B) a probabilidade de que o determinante de M tenha este valor maximo.

12 Solucao:

Se det M = k, det (- M) = —k (ja que a ordem de ordem de M é impar). Logo mnﬁlx{det M} :m“ﬁax{|det M}

e, parak > 0, 0 nimero de solugdes de det M = k é metade do numero de solugoes de|det M| = k.
X,y 1

Muttiplicando linhas por — 1, podemos transformar M em uma matriz daforma | x, y, 1| semalterar |detM].
Xy Yy 1

Mas o mddulo do determinante de uma matriz desta forma é o dobro da area do tridngulo determinado pelos pontos
p1 = (Xw y1)l pg = (Xzi yz)l p3 = (Xgi y3)

(A) Os pontos p,, p, € p, pertencem ao conjunto Q = {(1,1), (-1,1), (-1,-1),
(1, - 1)}, compostos dos vértices de um quadrado de lado 2. o 1 0
Todo tridngulo composto de vértices de Q ou é degenerado (tem dois
vértices iguais) ou é retangulo isdsceles com catetos de comprimento 2. ;
Logo a area do triangulo p,p,p, &€ no maximo 2, e portanto det M é no

1 1 1
méximo 4, atingido por exemplo na matriz | -1 1 1|. R !
-1 -1 1

(B) A cada tridngulo p,p,p, de area 2 estdo associadas exatamente 2° matrizes M tais que |det M| = 4 (pois

4
cada linha de M pode ou ndo ser multiplicada por — 1 independentemente). Existem (3] -3!=24 escolhas

de (p,, p,, p,) que nao geram tridngulos degenerados, logo existem 192 matrizes M tais que |det M| = 4.
Metade, isto €, 96 matrizes, satisfazem det M = 4. Como existern 2° matrizes possiveis e todas ocorrem

com a mesma probabilidade, a probabilidade de que M tenha o determinante maximo é % = 3

ﬁ.
22 Solugao:
abec
Se M=|d e f| detM=aei+bfg+ cdh-ceg-bdi—afh. Como todos os termos da matriz pertencem a
g h i

{+1, -1}, aei, bfg, cdh, ceg, bdi, ath € {+1, -1}, 0 que imediatamente implica que det M é par e det M < 6.
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aei=1 ()
bfg=1 (ll)
cdh=1 (Il
A) Se det M = 6, devemos ter
®) Y ceg=—1(V)
bdi=-1 (V)
afh=—1 (VI)
Multiplicando I, Il e Ill, obtemos abcdefghi = 1. Mas multiplicando IV, V e VI, obtemos abcdefghi = — 1,
1 1 1
0 que é uma contradicao. Logo det M < 4, e 0o maximo é atingido, e.g.em M={ -1 1 1].
-1 -1 1

(B) Na tabela abaixo, 0 produto das linhas corresponde aos termos positivos do determinante e o produto
das colunas corresponde aos termos negativos do determinante:

'
& g } »+
f 9] b #+
Y
n C a r+
_17 _17 _ v

Para que det M = 4, cinco termos (incluindo os respectivos sinais) devem ser +1, enquanto outro deve ser—1.
Logo existem seis possibilidades para a tabela:

-1 +1 +1
+1 -1 +1
+1 +1 -1
-1 -1/-1 -1]1-11-1 -1 1-11-1
I Il M1l
+1 +1 +1
+1 +1 +1
+1 +1 +1
+1[-1(-1 -1 +1] -1 -1 -1 +1
v v Vi

T s IO T /TR "7 2 2 |V E - S (A JIVISITIAN "
g 4 @, / D 5 § R 3 /
. o AN R Y il 4 _UININUIYIE."""174
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Note que é possivel estabelecer uma bijecéo entre tabelas do tipo | e tabelas do tipo Il:

a e i | -1 f g b | +1
f g b | +1 ﬁ a e i -1
h | ¢ [ d[+1 h | ¢ [ d[+1
-11-11]-1 -11-1-1

Analogamente, ¢ possivel definir bijecoes entre I e ll, IV e V e IV e VI. Também existe uma bijecéo entre | e IV:

a e i | -1 —a| -f|-h]+1
f g b [ +1 ﬁ -e|-g|-c| +1
h c d | +1 il =b|-=d| +1
-1 [-11]-1 +1]-1/-1
I I\

Logo o numero de solugoes de det M = 4 & seis vezes 0 nimero de tabelas do tipo I.
Existem quatro possibilidades para a primeira linha da tabela.

Caso A: (-1, +1, +1), (+1,=1, +1), (+1, +1,-1)

Mediante uma permutacéo das colunas da tabela, podemos supor que a primeira linha é (-1, +1, +1) e a
resposta serd trés vezes a resposta para esse caso particular.

Temos entdo que a tabela é:

flag b | +1
h | ¢ d | +1

Podemos supor, permutando a segunda e a terceira linha se necessario, que b = —1 (a permutagao introduz
mais um fator 2 na resposta). A tabela até entao é:

-1+ +1 -1
f g | -1 +1
h c | +1] +1
-1 -1/-1

Ocasog = +1eo0casog=-1levam a uma solugdo cada:
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-1 +1 | +1 -1 -1 +1 | +1 -1
-1 +1 =11 +1 +1 -1 (-1 +1
-1 =11 +1] +1 +1 | +1 [ +1 [ +1
-1 [-11-1 -1 [-11-1

Logo o total de solugoes docaso Aé3x2x (1 + 1) =12.
CasoB: (-1,-1,-1)

Neste caso, a tabela é:

f g b | +1
h c d | +1
-1 1-11-1

Olhando para as colunas, h = f, ¢ = g e d = b. Como existem quatro solugdes para a segunda linha (+1,
+1, +1),(-1,-1, +1), (-1, +1,-1) e (+1,-1,-1), 0 caso B tem 4 solugdes.
Logo a tabela | pode ser preenchida de 12 + 4 = 16 formas diferentes, e portanto existem 6 x 16 = 96
matrizes M com det M = 4.
Existem 2° = 512 possibilidades para a matriz M; como todas sdo igualmente provaveis, a probabilidade de
quedetM =4¢ ﬁzi,

512 16

Comentarios Finais:

Ao contrario dos anos mais recentes, neste ano, tivemos uma prova extremamente trabalhosa, com
algumas questoes necessitando de solugoes realmente extensas.

A prova foi abrangente, ja que foram cobrados conceitos de Progressdes, Polinémios, Logaritmos,
Trigonometria, Complexos, Geometria (plana, espacial e analitica), Divisibilidade, Determinantes e
Probabilidade.

Podemos classificar as questoes 1, 2 e 7 como as mais faceis, enquanto que as questoes 3, 9b e 10
foram as mais dificeis.

Concluindo, gostariamos de parabenizar a banca de Matematica do IME, que selecionard os candidatos
mais bem preparados.
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